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线性 空间 和 线性 变换 作 一 简要 概述 。 


第 一 节 ”线性 空间 及 线性 变换 概述 


一 、 线 性 空间 

定义 1 设 V 是 一 个 非 空 集合 РЕТ, 如 果 V 有 
下 面 两 种 运算 : 

(1》 加 法 运算 ， 对 V 中 任意 两 个 元 素 X、YY， 都 有 Y 中 
唯一 确定 的 一 个 元 素 Z 与 之 对 应 ， 称 Z 为 XX 与 Y 的 积 ， 记 作 2Z 
=Х+Ү; 

(2) XA, 对 F 中 任 一 数 & 及 V 中 任 一 元 жх, 都 
有 V 中 唯一 确定 的 一 个 元 素 / 与 之 对 应 ， 称 r 为 k 与 X 的 积 ， 也 
ЇЕг=КХ | 

并 且 这 两 种 运算 满足 以 下 八条 运算 规律 

WX, Y, ZEV, k, AEF 


1 '(X+Y)+Z= X+(Y +Z) (结合 律 ) 
2° X+Y=Y+“X (交换 律 ) 
3 在 Y 中 存在 一 个 元 素 0， 对 V 中 任 一 元 素 X， 都 有 
X+ 0 =X E (FER) 
т 3 04/72 V BJ Жс Ж 


* 1 °- 


` 本 


АУН Х, WAVER 存在， 使 得 


х+Х' 一 0 ( 负 元 律 ) 

X 称 为 元 素 XX 的 负 元 素 ， 记 作 X’ = — X 
5°1*X=X (1EF) (单位 元 律 ) 
6°(КА)УХ=К(АХ)у=А(КХ) CEET S 
7° (k+A)X=kX4 AX (数量 加 法 分 配 律 ) 
8°k(X+Y)=kX+kY (ТА) Et JH 25 27 Fu 48 ) 


则 称 Y 是 数 域 E 上 的 线性 空间 。 
如 果 F 为 实数 域 ( 即 F 二 R)， 则 称 V 为 实 线性 空 : 18), HF 
为 复数 域 ( 即 F==C)， 则 称 V JA REE [B] 
从 定义 可 直接 得 出 线性 竺 вА, 
性 质 1 EmA wE B$ , 
性 质 2 ” 负 元 素 是 唯一 的 。 
性 质 3 0。X=0 (0ЄР; 0EV) 
k e 0=0 (КСЕ; 0€ V) 
(一 1)X 一 一 X (—1CF; XEV) 
性 质 4 ЖШЖКХ=<0, M 
K 一 0 或 者 4 一 0 (КСЕ; ОСМ). 
EL? 奶 果 线性 空间 中 有 ?个 线性 无 关 的 元 素 ， 且 任 - 
意 n 十 1 个 元 素 都 是 线性 相关 的 ， дри 7) 25 E 2 间 V 的 维 数 ， 
记 作 dim(V )==n， 维 数 是 n 的 线性 空间 ， 称 为 n 维 线性 空 > ja], 
16 УУ no | 
”定义 3 设 e1/，e,，e;，…，en 是 n 维 线性 空间 V 中 的 几 个 
线性 无 关 的 元 素 ， 则 称 el，e:，…，e, 是 线 性 空 间 V 的 一 组 
基底 。 此 时 Y 中 任 一 元 素 c， 均 可 由 这 组 基底 唯 -— Bh 线性 表 
Ho ЖП. 


q=a,e+a,e,-+- ...A+a,e, 


其 中 系数 (al， а, eres a,)#k 为 元 Rate, C2， °... e, X # 
ЖЕ F RRR o | 
建立 了 坐标 以 后 ， 就 可 以 把 抽象 的 元 素 与 具体 的 数组 向 
E (а, G, =<, а,) 联系 起 来 了 。 因此 、 我 们 把 V 中 的 元 素 
a， 也 叫做 向 量 。 此 时 线性 空间 V 又 叫做 向 量 空间 。 
注意 ， 线 性 空间 中 同一 个 向 量 在 不 同 基底 卞 的 坐标 是 不 
相同 的 。 
一 般 世 ， 基 底 变换 与 坐标 变换 的 关系 如 下 # 
定理 1 ре, е,, ++, Cutey e, , +, en уп 
性 空间 Y 中 的 两 组 基底 ， 且 | 
Ci =a,,e, +a,,e,+---- аде, 
е, =a, +G, 6, + ° +a,,e, 


e,” —=а,,е, Fazat? + °° TUnnen 


е,” е, | G, Gb +. а, 
е,” е 21 023 а,» 

= AT 其 中 A= оововаве зов ове 
е! е, а, Ang а, 


如 果 V 中 任 S а, EE ЕТА ЕХ (х, 
хә, "s X MIX = x” , Xala s, Xa AD 


X | х; 
х,! х, 
. = Á~! 
х! | х, J; 


ОШЫЙ He, в, < ARERR, ЖЕ WAN 
的 ， 因 而 A-! 存 在 。 177.2, C sss 1 


# 3 ç 


` T KN r ki рц сыы „ылы ar H yapa pk. Wp, ea st l Sor put s а А... rp Poon i 


т 


六 为 а= > x e = У х,'е,! = Уз x @ x аме). 


1 = ] 11 j= ў 


в 


с gu озу (Уак э Pë 


ia аз o 


я | ор | 
р. “x= у ax, (з=, 2, ШЕР п) 
1 =1 
x 
© z ü | х,/ Ñ 
ka | „ = А -! 
| ł ° - 
| х, ) š 
кишини mine U 
xX’ | сх ү 
x,” “|. , i A ис 
= А -! ° 则 有 
t- x X, 
тг е > . е 
i = AT | 
.. у О] | М 


ERAKAR ‹ е, Өө € э Же, , е,’ » ***у ега 
过 渡 和 矩阵 。 

利用 定理 1 就 可 由 基底 变 " баат 反 过 来 ， 也 
kapa ia Au ЭНА. a | 
З ЖИЕ 设 Y 是 数 域 B 上 的 一 个 线性 2 闻 ，S 是 Y 中 的 一 
个 非 空子 集 ， HRV HBO eA 法 ?和 “ 数 乘 ? 呐 .种 运算 ， S 也 和 村 


19 4 `; 


2 ep i i Rh he Tt ep pt EH te 


成 一 个 线性 空间 ， 则 称 5 是 7 的 一 个 线 ETZ СПОТ 
空间 )， 简 称 子 空间 。 O | 

由 子 空间 定义 ， 显 然 ， 在 任意 线性 空间 中 ， үер 
元 素 所 组 成 的 集合 为 它 的 一 个 子 空 8], Щр 218], 
空间 本 吴 也 为 它 目 己 的 一 个 于 空间 。 AARTE MAAE 
了 空间 ， 其 它 的 子 空间 称 为 非 平凡 子 空间 。 

线性 空间 V 的 非 空 子 集 构成 VY 的 子 Z= [н]. ш = 条 人 和 
+, 

定理 2 线性 空间 V 的 非 空子 集 5 构成 Y 的 子 空间 的 充 要 
Ж, ЯХ, YES; k, ACF; - 则 8A 韦 MY ES 

证 明 ”车 8 是 Y 的 子 空 间 ， 由 子 室 间 定义 4 'S 对 V 中 的 两 
Maa, BEERA MNN 2 ME А, ERY К, А 

， 则 KX 二 MEcS 

#X, YES, НК, 4EF 时 ， 有 EX FAY E SEIS 
HV 中 的 两 种 运算 是 封闭 的 ， 则 有 0=0。X 十 Q 和 ES， 
(一 1)X== 一 XES， 故 3 满足 线性 空间 定义 1 中 的 3° v4 х 
因 S 是 V 的 一 部 分 ， 故 V 中 的 运算 对 S$ 来 说 ， MAL 2 ‚5% 
6°. 7°, 8° 显然 是 满足 的 ， BSI RI FEA S Ga 

二 、 线 性 变换 са 

ЖЭ ТЕК КЕ ҖЕН} H fe #E AE ЖИТ 法 |; вучна 
А ТУФ АҮ. MIKE EN SEN VBD C E Ha 2 16 
(СХ) =, ҮЖ ЫХ , Хи ҮН ДШ ст 

ТЕКЕШ ЛГ FJ Ж КЕЛЕЕ ЕН АЕ. BERRE + 
定义 5 设 好 是 线性 空间 了 上 的 一 个 变换 ， SARTA 


条 件 ， go 
(1) &(X+Y)=s(K)+ (Y) _ ax; үсу 


(2) (КХ)= Ка (Х) с AREV KEF): 
| о °. | 


Ша 是 Y 上 的 一 个 线性 变换 (或 称 线性 算 子 )。 

根据 上 面 的 定义 可 得 出 。 一 个 变换 oy 为 线性 变换 的 充 概 
RPF Er I E ss 间 Y 中 任意 两 个 向 量 X， Y 及 数 域 F 中 任意 
К, As 使 得 

s (ЕКА) = (X) +Аа (У) | 

Ro 

a ERREI MERZA EAV 下 列 7 
上 的 线性 变换 。 

恒 攻 变换 ， 双 (其 y= 多” 又 称 单位 变换- 


可 记 为 BX)=X 
белд, 人 (和) 二 kX (КЄР) 
零 变 换 ， 0(X)=0 ` (ЄЎ) 
Uz aZ JÉ £h kE z [НУ ERER, М 定 义 $ 可 жеен 
ТА tE + 


GRL of (0) =0, М(х) (X) | 
хавхивтллялак, EXA foc. 一 X 变 为 X 的 象 
ЯХ) Аж» ` 

R2 设 Yek X, +k,X,+ ФКХ, 

(k, k, ee, k, €F) Е 
则 (У) К ALX) К С) tt +E, аф). 
анзмякакванаваката - 

ER X, o.e X; 线性 相关, AXD 
(Ху), ++, AGWE ЖЕЛШ, R a. R K Уу, MO 
PR TE E W АШ жатан Isi н Ав; 例如 
零 变换 就 是 这 样 。 

ХБ хи, FERH S VEENAS я 
对 7 中 每 一 个 时 量 X， 都 有 | 


. 5 о 


пила ааста hp егы i АФЧ Анч ЧЫГЬА НЕГ ОТЫРЫН ГАПА ЕН: лец. Вара серр лр с ААРА др. he ес ава фи EB i xk р Инв г „ч a 


(х) = ®(Х) 

ШЕП ЛНР, а= # 

XXT каи, FRF s 间 V 上 的 两 个 线 EFM, X 
是 Y 中 任意 一 个 网 量 ，K 是 数 域 F 中 一 个 数 ， 定 X 

ME: (80) (Хх) = (Хх) +(Х) 

数 乘 法 ， (ky)(X) 二 kf (X) 

RER: (AB)(X)=AlEX)) 

由 定义 5 及 定义 7 可 得 如 下 定理 

定理 3 设 f 和 多 是 线性 空间 V 上 的 两 个 线性 变换 ， 则 

(1) wf 十 多 也 是 线性 变换 ， | 

(2) KW 也 是 线性 变换 ; 

(3) wf 多 也 是 线性 变换 。 

注意 ， 两 个 线性 变换 的 乘积 一 ETME ЕЗҮ, 即 

ABEBA 


Фут, 880010)) = 9. 


ейх)у= f(x)dx 


ABCE) ) =} (х) 
但 #@552(1(%х))=](х)—]0(0) 《ce 为 任意 常数 ) 
因此 ABSA | Е 
定义 8 шаа EER 性 Z [ШУ БЕРИУ ЖЕЙ, Ж 
满足 | | 
YA 二 A 二 名 (E ÆVERM EH) 

ШИБЕ Ба, Шс 

¿h ЕЛА пр PA E S А АЈ S Pp 3 gË УУ E 23 ME ВЕНКА. 
o RVERRF LB) nae 18, е, e, +, e, V 
的 一 组 基底 ， 巡 是 Y 上 的 一 个 线性 变换 , 则 对 Y 中 任意 一 个 癌 
Ea, Җ 


$ 4 ° 


Ы > eH ee i 


а=а,е, Hae H 4-0, 
А БРА ИХ ЕЛЕЙ Л, ® 
AJE (ел) Жа Ale) te toe) > 
sZ(e,)=a,e H08 H Бае, | 
SZ(e,)=a,,e Hara + +a,,e, 


| 
| 


A (Een) =а,,° +a,e,+ ... +a, 
用 矩阵 表示 ， 可 写 为 
Ae) е, 


A (e, ) е, 
. = АТ P 


| Alen) en 


а Ga, Qin Сү 

а, а Azn 
RPO AS ннн 

Aai Anz Ann 


对 上 式 两 边 转 置 ， 得 
Alers ез, +“, е) (e, е, +, EJA 
E E АЖ: Эу Е sZ fE BE e ,, е, +, en FRIERE, 
ВОР НЕЛЕ А }Е ЖЖ [н] кн, АХ Eš Ez BJ @ м (X) 
在 同一 基底 下 坐标 之 间 的 关系 。 
”定理 4 设 以 是 n 维 线性 空间 V 中 的 一 个 线性 变换 ， 它 在 
基底 el，ez，…，e 下 的 矩阵 为 4。 若 向 量 X 与 妈 (X) 在 基底 
tf，e:，…，e 下 的 坐标 分 BIH X Xas eee, х), У, 
ees У,), ШАД C C f `; 
Y=AX x сз 


ө 8 b 


1e олер 


其 中 和 一 [xi Xog 9 X, J Yi=(y, Yas "ә Ya) 
ШЕ 因为 | 


X= уб хе, 
对 上 式 两 边 取 变换 ， 得 


(Хх) = > xi% (е,) 


区 г @ Qz Gin 
G, а, а, „ 
А == 
а, а, а 


则 基 向 量 的 线性 变换 公 \ 式 为 : 


(el) 一 E ане, (i=l, 2, =», п) 
ј= 1 


于 是 ， 有 

O) = "Dx. ( x аё) = x (анх, )е, 
所 以 ` y = фе Е (j=1, Ža ***, п) 
即 得 。 Y=AX 


线性 变换 的 矩阵 是 与 亲 间 让 的 一 组 基底 联系 在 一 起 的 。 


一 般 说 来 随 着 基底 的 改变 ， 同一 个 线性 变换 就 有 不 同 的 知 


-i 


RE, | 
ЕЕЕ ШИШИ А E ef Dk ОЕ 
定理 5 15е, е, = е„Бе,/, е’, ЕГ e, n HE R 


$s 
°, 9 Пы 


e ` PHEN" š: т p ana -HE 村 


j As RV А PR #Ң ЖЕЛ ZS EE 46 Z ЛЕ CN B ЗЕЛ F Bü ЕЕ 
AH A=(a, 5 B=(b,;); ХШ) е, ё, +, Enf JS 
e, e,', +, е, ВЕНЕ УСЕ (Сс, р, ИЖ А, B. С 
之 间 满 足 如 下 关系 式 : | 
B=C-:AC 
证 明 {к 


= 之 Cne; (i=1, 2, =, n) 
оў (е; ) = У ае; (1=1, 2. өөп) 
= 1 


A (е, „ = 5 bne, (?=1, 2, +> п) 


J = 1 


于 是 有 | | Е 
(er ) = = сңе,) = > с (е;) 
| -Zo $> a, ex) = У (Pe)e, 
(i=1, 2, кп) 
男 一 方面 有 


a (е )= ZZ bue = A bi ( У; ТУ, 
J= 1 j=1 h=1 


=> (le, bi )e, (i=1, 2, 79 п) 


对 上 两 式 右边 进行 比较 ， 得 
16 =° 


> (l, C ¿ = У сб, (К, i=], 2, ыыы п) 


= 1 J = 1 


于 是 有 AC=CB 
因为 矩阵 C 满 秩 ， 故 存在 C-!， 将 其 左 乘 上 式 两 端 ， 即 得 
Б=С-' АС 
PA: Iei Ez е8 Мл У, 的 一 组 基底 ， 
ВРЕ е, е, e, ТШЕ 2) 


f 1 2 3 
A= — 1 0 3 
2 ] 5 


ЖУ,» —#НЖЕд е, е, е.5 е, e, ен ИП F Ж 
AR: | 
e =e; es =6, +e, ез =é те, + 
KERERE, ез, е, FJ ABEEB, 
RO 由 两 组 基底 的 关系 式 知 ， 过 渡 矩 阵 C 为 


1 1 1 
C= | 0 1 1 
0 0 1 
/1 -1 0 
ш C= |o 1 -1 
| 0 0 1 
由 定理 5 1 
1—1 0) 1 2 3 
B=C-iAC= |0 1-1||-1 0 3 
лоо 1 2 1 5 
1 1 1 2 4 4 
0 1 1l=l-3 -4 s 
0 0 1 2 3 8 


- 和 ' . = : . КЕЕ эзчар r Tek A T АКЕ. i учо нк стъ ак ar EE огеле! о-у а 


注音 ， 在 定理 5 中 ， 矩阵 4， B, C 之 间 的 关系 是 很 重要 
的 ， 有 如 下 的 定义 

定义 9 RA, 56 为数 威 P 上 的 两 个 4 阶 方 隆 ， = ТЕТЕ u] Йй 
RINU EP, 4849 

B=P-!AP 

则 称 呈 是 4 的 相似 矩阵， 或 者 说 人 与 3 相似， 号 作 4 一 吾 

对 A 进 行 P- AP 的 运算 , 称 为 对 A 进行 相似 变换 ,同时 称 
为 把 4 变 成 3 的 相似 变换 矩阵 

ЖЕЕ ВУЛЕ Ж, АНТРЕ: 

性 质 1 (ЖЯ) A—A . 

性 质 2 (对 称 性 ) ЖАВ, ШВА 

性 质 3 (ISR) 若 A~B，B~C， 则 A~C 

由 定义 9， 可 得 如 下 定理 ; | 

定理 6 线性 变换 在 不 同 基 底下 所 对 应 的 矩阵 是 相似 的 ; 
反之 ， 若 两 个 矩阵 相似 ， 则 它们 可 视 为 同一 线性 变换 在 两 组 
不 同 基 底下 的 对 应 矩阵 。 | 

证 明 ”此 定理 的 前 面部 分 ， 已 由 定理 5 证 明了 。 现 在 证 

后 面部 分 。 著 4 一 B, 则 和 矩阵 4,B 是 同 Ва E DI 
AEE T N ESA SRE. | 
А = (а, 1) Ж Zf МЕДЕ е. › е,, …， е. РАЈ Е, Вр 


Ale ) = У; ane (i=1, 2, tty n) 
}= 1 


因为 4 一 B,， 则 存在 可 道 方 阵 P 一 [pi， 使 得 


| | B=P-iAP 
令 é = Уре  (i=1, 2, =, п) 
| 5 < < 581 U | у | 


T 


е’, e2 ， “у e,” 152—8 36. 对 上 式 两 端 取 线性 变 
Ha, MA | 


Ale) = 90 ( > ре,)= Bp (е) . 


; = 1 
一 > Di, ( уу а,е,) == 2, ӨХ а,,р,,))еһ ` 

| = 1 Ёа 1 k - 1 J=1 . | 
XW РВ=АР, WB =b), Й 

> q Di = Y рн 

i =1 i=1 
fÆ- 

Ale’) = Pap Jer = y> CE рб, 


k=1 ; =1 k=l j=l 


-ol > pue) = Eeue | 


ВРАВ = (b, ARR a fE 38 içe ; ө, es F 的 矩阵 。 

相似 和 矩阵 有 下 面 的 运算 法 则 : | 

法 则 1 тазда ар етен. сое 
即 Р-ЧА,+А„)Р=Р-!А|Р-ЕР-!А?Р сз 
显然 ， 可 推广 到 | 

РОА +A, 4A) P=P-1A,P 4P- A, P 
pee HPAP 

法 则 2 УЕ ВАНО AEREE TB ЯШЕ BE UE, 
m. 

ОР-\(КА)Р==ЕР-!АР (КЄР) 

法 则 3 ELB B ЖЕ РИН БЕРЕН ®1Н„ BU 
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Р-!(А,А,)Р=(Р-:А,Р)(Р-'А,Р) 
显然 可 推广 到 
Р-!{ А,А,..-А_)Р=(Р-!А,Р)(Р-!1А„Р)...(Р-1А_Р) 
НЮША, = А, = .-. = А, = АҚ, A | 
Р-АтР==(Р-!АР)" 
1 L = ПАН ЖЕ E a Ж X A Ha ЕДЕ 22 7 Pp ПЕ BH. 
又 由 法 财 1 和 和 法则 2 可 以 推出 相似 变换 是 一 个 线性 变换 。 | 


AOT NZE 


ERZAR, I Ë > F£ IMEN 33 A R КЕЗЕ 
算 ， 而 没有 象 解 析 几 何 中 间 量 的 长 度 、 两 同 量 的 夹 角 等 度量 
Ro 这 此 度量 概念 在 很 多 问题 中 又 十 分 rEZ, Alk, 900 
要 在 线性 空间 中 引进 某 种 度量 概念 | 

£= Te A УНИ, 向 量 的 长 度 与 交角 都 可 以 通过 问 量 的 
内 积 来 表示 。 据 此 ,我 们 先 引 进 内 积 概 念 , 从 而 引出 了 Euclid 
空间 。 | | | 
一 、Euciid 空 间 的 基本 概 伶 | 

定义 1 ” 设 Y 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 ， 洲 VY 中 任意 二 向 
量 X，Y 都 按 某 一 确定 丢 则 对 应 于 唯一 确定 的 实数 ， kaku 
(xX，Y)， 它 满足 下 列 条 件 ， 

(1) (X, Y)=(Y, X) Е 

(2) (Xç Y)=k(X, Y) (КЄК) 

(3) (ХҮ, 2) =(Х,  Z)+(Y, Z) x 

(4) (X, X)>0, 54 且 仅 当 X=0 时 ，(X，X)= 0 则 称 
(XX，Y) 为 向 量 X 与 Y 的 内 积 。 定 义 了 内 积 的 实 线性 空间 V， 叫 
做 实 内 积 空间 ， 亦 称 Enciitd 空 间 { 简 称 殉 民 空 间 )。 
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[ 例 1) ESE 2E|B]R"rH, XTPLEX = (xi, x, + Xa) 
Y=(y, У, y У.) Е 

о Y)=x,y, х,у, H +x,y, | 

它 满足 定义 1 中 的 四 个 条 件 ， 所 以 (X， DEAR ХВ, 

A siajo 

[ 例 2] ЖУ ЕИ а] Са, Б) Е ЗЕ E БЕР ЖЕН 
全 体 ， 则 对 于 通常 函数 的 加 法 及 数 索 运算 构成 线性 空间 。 
УНЕ С р (х), (х) Е 


((х)в(х))= | f(x)8(x)dx 


则 利用 积分 性质 ， 容 易 证 明 (f(x)，8g(Cx)) 是 内 积 ， 从 而 了 就 
成 为 欧 氏 空间 。 

СИЗ) RR "E л З ЈИЕ е, MR” 
X FERRIERE HARRERA. AAR H fE Ë 
ZEREA =la; B=, DRE | 


(А, B)=tr(ABT)= У У`а,,б,, 
则 易 证 (A4，B) 是 内 积 ， 因 而 ，R"** 也 就 成 为 欧 氏 空间 。 
”从 欧 氏 空间 V 的 定义 ， 可 推出 内 积 的 下 列 性 质 ， 
性 质 1 (0, X)=(X, 0)=0 
因为 ” (0, X)=(0 °X, X)=0(X, X)=0 
性 质 2 (X, kY)=k(X, Y) 
SLE (X, kY)=(kY, X)=k(Y, X)=k(X, Y 
性 质 3 (X, Y+Z)=(X, Y)+(X, Z) 
事实 上 (X, Y+Z)=(Y+Z, X)=(Y, Х)+(2, X) 
=(X, Y)+ (X, Z) 


tge 


4 XV t NMT Е Х,, X,, з=, Xas Y Y,, `" y 
站 及 实数 k,，k 29 2 К 3 А\, А„, с» 入 有 | 


fr! 


(CT kK, > ¿Y y 一 之 D ACX, Ү,) 


t ж] 


事实 上 首先 用 并 学 # 妥 纳 法 不 难 将 定义 中 的 第 (3) 条 及 
上 述 性 质 3 推广 到 任意 有 限 多 项 的 情形 : 
(EX, yy= > Ф, Y) 


及 (X, Уур (X,Y) 
т, ARREDONI sp DRR RENN 可 推 得 


(E кх, уур к (Х,У А,Ү,) 


: =} j= I=] 


t=] j= 1 


-也 Eka СХ, 0 
=. жкен каный 

由 解析 几何 知道 ，R? 是 一 欧 氏 空间 ， 其 中 对 向 量 的 长 度 
及 两 向 量 夹 角 的 定义 ， 可 以 推广 到 一 般 的 殉 氏 空间 中 来 ， 即 
定义 2 由 于 欧 氏 空间 中 任 一 向 BX, B # CX, X) 20, 
k, f RE RR C X) E XO ЖЕ 
X| 即 | 

|хү=/@, X) 

щ|Х|=1{, ХХА, 

向 量 的 长 度 具 有 下 述 性 质 ， 即 
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1 =. S= 7. nat ро йт. 


定理 1 设 V 是 欧 氏 空间 ， Wayqi йй At іХ, YER 
任意 Кк, 有 
(1) ЖКМ: ТКХ | 二 | Rs 
(2) ЧЕЙРЕ. | X 120, 5 HRX =0i,| X| =0 
(3) . Cauchy-Schwarz 1:5 rü; 
(X, YY<(X, XXY, Y) 


或 | (X, Y) |<] Х| [Y| 
(4) 三 角 不 等 式 ， 
 |X+YI<SIXI+IY] |Х—-Ү|> ХУ | 
证 明 人 性质 (17)，(2) 显 然 成 立 。 下 面 只 证 明 性 质 (3 )， 
(4). 


对 于 性 质 (3)， 当 Y 一 0 时 ， 显 然 成 立 。 今 假设 Y 闪 0， 骨 
对 于 任意 CER， 有 
os| Y—cY =(X-cY, X—cY)> . 
| =(X,X)- 2c(X,Y) 十 cz( 了 Y，Y) 
由 于 Y 闪 0、 故 可 取 c 一 (X，Y)/(CY， ORAE, 得 


(X, Yy 
0=< X. X)— (Y, YY 
Вр (X, Yy< (K, Y, ү) 


对 于 性 质 (4)， 因 
|Х+Ү Ë=(X+Y, X+Y) 
= (X, x 1205 Y) +Y, Y) 

由 Catichy-Schwarz 不 等 式 ， 有 

| X+Y|*<| X| ° +2] X| | Y| +I Y] *=( XI +I Yi y: 
即 |X+Y|<|X|I+IYI ВЖ | 

| X| =| Х-Ү+Ү| <S|X—Y |+| YI ` 
即 得 |X—Y|2|X| —I Y | 证 毕 
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re ` -1 Caup тетте. ran aana с. БН - ` |с 


还 须 指 出 ，(3) 及 (4) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 X，Y 线 
性 相关 (读者 自 证 )。 | | 
此 外 ， 将 Cauchy->chwarz 不 等 式 应 用 到 例 1 和 例 2 的 欧 ， 
氏 空 间 中 ， 可 顺 次 得 到 常见 的 两 个 不 等 式 ， x 
(х,у, +7, + БУ) 三 (Xi 十 Xo Бл) ОЛУ: 
+. +y,°) 


t b b 
É d fGoOgGO0dx): < | ['сх)ах» | g’ (x)dx 


有 了 定理 1， 我 们 就 可 以 在 欧 氏 空 АНН E 义 两 个 非 零 固 
НН) ЗЕЛ] 
ЖУЗ 欧 氏 空 ; 间 V 中 任意 两 个 非 零 向 ЫХ, YHJ KHE 


外 一 atfc сов тур" созро TYT 
若 (X，Y) 一 0， 则 称 X 与 Y 正 交 ( 直 交 或 垂直 )， 记 ХІҮ, 
零 癌 量 与 任意 癌 量 正 交 。 | | 
— Hi, MAE, о,, а, РЕ, ШЖ 
| ai 十 as 十 … 十 on 上 一 | a Hl а, (+: а, É 
三 、 欧 氏 空 间 中 内 积 与 基底 的 关系 | 
Же, é, сз, е En ENER RKE V 的 一 组 ЖЕЛЕ» 对 于 V 
中 任意 两 向 量 
X =X, FX H e EXE Y =y,e, + y,e, +: +У,е, 
由 内 积 的 性 质 可 得 | 
(x, Y)=(%e, +хе,- H Xn 6 У,е,+У,е, + БУ, е,) 


=E Ees е,)х, У, 


taj i=l 
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W эй, РЧ Ж У 2 (818056. Ж 
а,;=(е,, е,) (т, ]==1, Zy tts n) 
册 根 据 内 积 定义 ， 显 然 有 ai 一 ai 于 是 


(X, Y) = > 2 a, xi yi 


:=1 )=1 
写成 矩阵 形式 ， 则 有 
(X, Y)=XAYT 
其 中 X=(x,, Xas 7  X,) Y=(y, Yas `` Ya) 


(e, е) (Eis е,) Ө, Се, En) | 
е,, е) (е,, 6,) ，… (е,, En) 


二 生生 


(Ens е.) (Ens е,) ... (Ens е.) 


从 上 上 述 得 知 ， 和 矩阵 A 是 一 个 对 称 正 定 Б FEE, УУР 
el，e，…，en 的 度量 矩阵 。 显 然 ， 知 道 了 一 组 基 底 的 度量 
矩阵 ， 则 任意 两 个 问 量 的 内 积 就 可 以 通过 坐标 来 计算 。 从 而 
度量 和 矩阵 完全 确定 了 内 积 。 

ш. ЕЖЕ БЛЕЗ ЯЕЙ 

从 回 量 的 正 交 概念 ， 可 以 引出 欧 氏 空间 中 的 正 交 基底 与 
标准 正 交 基底 ， 从 而 导出 正 交 和 矩阵 的 概念 。 

定义 4 ” 欧 氏 空间 VY 中 的 一 组 非 零 向 量 ， 如果 它们 两 两 
正 交 ， 则 称 为 正 交 癌 量 组 。 

不 难 证 明 ， 正 交 癌 量 组 是 线性 无 关 的 。 因 此 ， 在 n 维 欧 
氏 空 间 中 ， 两 两 正 交 的 非 零 同 量 不 超过 nw 个。 例如 在 平面 上 
个 存在 三 个 两 两 正 交 的 非 零 向 量 ! Е: < 闻 中 不 存在 四 个 两 两 
正 交 的 非 零 问 量 。 

定义 5 若 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 基底 为 正 交 向 量 组 则 


.. | э (19 • 


称 它们 为 Y 的 一 组 正 交 基底 。 由 单 位 向 量 组 成 的 正 交 基底 ， 
则 称 为 标准 正 交 基底 。 


(HA 设 有 定义 在 区 间 C0，2x] 上 的 2n 十 1 个 连续 函数 ， 

l, cosx, sinx, COS2X，Slin2X，…， cosnx, sinnx 其 线 
性 组 合 

PC(xX) 一 0 十 aicosxX 十 DiSinx 十 … 十 QucOSHX 十 PSinFX 
称 为 nh 次 三 角 多 项 式 。 这 种 多 项 式 的 全 体 对 通常 的 函数 加 法 
与 数 乘 运算 在 实数 域 上 构成 一 个 2n 十 1 维 实 线性 空间 R， 又 
做 n 次 三 角 多 项 式 空间 。 其 中 的 任意 两 个 向 量 P(X) 和 Q(x)， 
HRE I 

(Рх), Q(x)) = | Р(х)О(х)ах 


чаикоо), Q(X)) 为 内 积 ， 从 而 R 为 一 欧 氏 空间 。 


由 于 F coskx * coslxdx =0 (k=1) 


2л 
| sinkx 。 sinlxdx=0 (k=1)- 


9 
л . 
| sinkx * coslxdx=0 (k=l, 2, =., п; 
0 ' | ` 
| l=0, 1,2. эө, п) 
所 以 函数 组 
l, cosx, sinx, ++, COSHX， sinnx 

为 只 中 的 一 组 正 交 基底 。 再 由 积分 

2x 2ч Ë | 

| sin'kxdx= | cos*kxdx=x (k=l, 2, +=, п) 
° ç #0 | к 


> 20» 


г?з u 
„ Чх=2л 
=] ER rh ËJ ЈЕ 3: JS, 
21/7 COSX sinx Cosnx Sinnx 
Vr т Vm VR Vn 
一 般 将 欧 氏 空间 中 的 一 组 基底 化 为 正 交 基底 和 标准 正 交 
基底 的 方法 ， 在 < 线性 代数 > 中 已 讲 过 ， 这 里 不 再 重 述 。 
ДЭ, Eers ©, ees e, 是 欧 氏 空 闻 Y 中 的 一 组 标准 正 交 
基底 ， 由 定义 即 有 
(eyei) 一 10 i=j 
就 是 说 ， 一 组 基底 为 标准 正 交 基底 的 充 要 条 件 是 它 的 度量 和 
阵 为 单位 和 矩阵 。 | 
1ке, е. ++, е„ыєе,, ёз, ++, е, Е 2 SAVR 
组 标准 正 交 基底 ， 它们 的 过 六 矩阵 为 A< (a, NME | 


e,’ е; а, G, ° G,, | (е; 
/ 
е, е; а,,а,, а, 2 
= АТ! l | 
e, °, а. Gos Cnn Cn 


| (е;, е) =Í Уу “iks У! а, е, ) (1,7==1,2,...,и) i 


‚#=1 k= 1 
ат (6,60) izi 


z 
Kuu E: 
再 利用 内 积 性 质 ， 上 式 就 成 为 


2 To Vas asa 4- Fm. Fr T ` EF Ж rr tr E Жый qp ига. aH жырлы» an = e LA 2 20И н ү. Ку Кү > ' . А а а. бо. = Айс НЕНИИ “= “Cien. manan клен РАО 


Ali; +а,,а,; 十 … +a, a, = F Г) 


Вр а Әр +++ Ani а; Qis "t Oin 1 
1 
2,, Q,, … Ono G,, ü, 2 G;,, ` 
= `` 
Ain а, „ ... Qan Ayi Uno Кын а an 1 
АТА =] 
或 A-1 = АТ 


HH JE FJ 8] HH IE ЖШ E 15 2 
Ж Х6 яп ЖАЯР ААТ 满足 下 列 关系 
ATA=AAT=] 9% А- АТ. 
Жк А Ж IE 3 ЕЕЕ. 

Jai, ЕЖА я 9А: HOB IE ЗЕЕ IE ЗЕН 
EERE EZE, K, ARAE е FS ¿Ë IE 2 
0, НАИ ЕЕЕ, ИЖ AER 是 标准 ЈЕ 3 
的 。 | 
此 外 ， 由 定义 6 可 以 看 出 ; ЖАЛЕ ЕНЕ ЗЕТ: 
是 A 的 列 向 量 组 为 两 两 正 交 的 单位 向 量 组 。 即 有 

Alii +a,a, + 4-а, Gg, 一 r у 
定义 7 КЕК Z= MV 中 的 线性 变换 ， 若 对 V 中 任意 
二 问 量 X，Y 恒 有 | 
(A(X) М (Ү))==(Х,Ү) 
СВЕТА BJ IN АД Ж), ШКУ) TOE 28 3 $a. 

CH5 пи 2 А А 6 所 旋转 8 角 的 一 
个 变换 ， 则 吧 是 Rz 中 的 一 个 正 交 变换 。 

证 明 ”在 尺 ' 中 取 直 角 坐 标 轴 上 的 单位 问 量 为 了 为 一 组 基 
底 ， 则 有 


° 22 ° 


(2200 = с0501--5іпӨј 
Á (j) = — 5іпої 4- соѕӨј 
ТЕЗЕ, j F BS BE 


A= [2289 — sing 
7 |5100 cos0 


X, YER, WX, Y5 A(X), AVE & БЕ, ГЕШ 


标 为 
с {Хх У; ху! Е y> 
Х = ‚ Ү= |, A(X)= Р (СҮ) = 
x 了 ЖА 
2 2 | 2 | I 2 
则 有 ИН 
Й и ы ñ g s. 一 sing a 
J \61П0 coso 2 2) Sing coso у, Е 


Ж, A 
(ZOX), A (Y))=x/ у х, y, хуу фуу, (Х,У) ` 
Р КН К) — 4 IE 22 238368 Ç 
正 交 变换 有 下 述 性 质 | 
定理 2 о КЕС Æ HV 中 的 一 个 线性 变换 ， III 下 面 四 
个 命题 是 等 价 的 。 
(1) [是 正 交 变换 ， 
(2) 好 保持 向 量 的 长 度 不 变 。 即 对 任意 XEV， 有 
1400 1=| Xl 
(3) He е, °° „ Cn 是 PR 准 正 交 基底 ， Д аё Се, y, | 
1 (е), + (е) НЫЕ И; 
(4) gg 在 任 一 组 标准 正 交 基底 下 的 矩阵 E 22 BE, 
证 明 首先 证 明 (1) 与 (2) 等 价 。 - 
ШЖ ЛЕЯ, WA — 
(ACX), A(X))=(X;X) 


Lto 


23. 


两 边 开 方 ， 即 得 
[wxX)|=|X| | 
反 过 来 ， 如 果 必 保持 向 量 长 度 不 变 ， 则 有 
(of (X), .Af (X)) = (X,X) 
CAY), Af (Y))= (Y,Y) 
(of (K+Y), A(X+Y))=(X+Y, X+Y) 
将 最 后 这 个 等 式 两 边 展 开 ， 得 
CACR), A KY) +-2C (X), A (Y))+ (S£ (Y), sZ (Y) ) 
=(KX,X)+2(X,Y)+(Y,Y) 
利用 前 两 个 等 式 ， 即 得 
(A СХ), A (Ү)) = (Х,Ү) 
所 以 好 是 正 交 变 换 。 | 
再 证 (1) 与 (3) 等 价 。 
126, C19 “5 2, 是 一 组 标准 正 交 基底 ， Вр 
1 i=j 
(ee) =l < Gj=1,2, n) 
(0 | | 
HE ZEE IE ЖЖ, MA 
1 i=j 
0 j 


(eO, еу ед 
| u | | (i,j=1,2, ... n) 


Даре), AlE), +++, AEn) БЛЕЗ, 


K Ж, WRAAE), Ale), +, AC ЖИЕ ЕЖ 
基底 ， 则 由 | | u | | 
冬 一 XIE 十 X2ez 十 … 十 Xen 
Ү=уџе, He H +y,e, | 
和 AX) = 6) +x (6) + + E) ` 


е 23 2 


ИСУ) = уў (е1) +y, (е) Б ky, (е,) 
即 得 . 
(Х,У) =X БУ, Х,У, = A(X), AY) 
[N JJ Z Е 22 ЖЕ }й „ | | 
最 后 证 明 (3) 55 (4) {1 | .. 
设 双 在 标准 正 交 基底 elj，es，…，e 下 的 矩阵 为 4， Bp... 
A (e) ё, | 
(es)| |е, 
. АТ. 


< 
Lus 


Ae) (е, 


Атой (её), Ale), +, AULNER EERE, ШАН АЕ 
是 由 标准 正 交 基底 ej、e;，、…，e, 到 标准 E LERA (е), 
яў (е), ++, ACCN EERE, Mr AAE EZE. 
及 过 来 、， 如 果 和 是 正 交 JE E, Magle Xs яе), .. 
A (es,) 就 是 标准 正 交 基 底 。: 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 (1)，(2)，(3)，(4) 的 等 价 性 。 
Ша э аа 
ЫТА ЯН Ep ЙУ ИЕ) БАЧАЕ ЕЈ Е 


P= (1=2UUT)J 
cosg = f-10 | 
д sing J 0 1 
PA UE 7 УУ IE Ж Жж: 
证 明 ”由 于 

1 0 (cos8 -1 0} 

>> | 一 2| ILcos0 sing) )| | 
01 | sing | 01, 
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b 
| — 


{ —cos20 — 51020 | _ 1 |] cos20 = 


= 51120 cos20 0 1 51020 cos26 
lil =] PP 一 了 
即 忆 为 正 交 矩阵， 从 而 妈 是 一 个 正 交 变换 。 Я Л, бабе 
НЧА BE 8 дА E 2075 BJ ЖЕ Ta ç О 

五 、 西 空间 | 

我 们 知道 欧 氏 空 : 间 是 实 内 积 空间 ， 即 是 引进 了 内 积 的 实 
线性 空间 。 现 在 我 们 在 复线 性 空间 中 来 引进 内 积 ， 从 而 得 出 
SAREH, PAEAS 8], | 

定义 8 设 V 是 复 E 域 C 上 的 线性 空间 ， 若 Y 中 任意 二 向 
区 a，B 都 按 基 一 确定 的 法 则 对 应 于 唯一 确定 的 复数 ， 记 为 
(a,b), CWE TIRE: О | 

(1) (0,8) = (8,0) 

=: (2) (Ка, В) =Кк(а, В) (k € G) 

(3) (e+B,y)= (а,у) + (B, 7) 

‚ (4) (б,а):>0, 34 R 3Wa=0RH (a, a) =0RJš (a, ву 
向 量 a 与 B 的 内 积 。 定 义 了 内 积 的 复线 性 空间 VYV， 叫 做 复 内 积 
空间 ， 亦 称 本 室 间 。 西 空间 和 人 欧 氏 空间 统称 为 内 积 空 间 。 ` 

注意 ， 这 里 定义 的 内 积 与 欧 氏 空间 中 定义 的 内 积 仅 条 件 
(1) 有 所 不 同 。 原 因 是 这 里 的 (0,B) 一 般 是 复数 。 但 根据 条 件 
(1) a, PRELA T. 这 样 ， 条 件 (4) 才 有 意义 。 据 此 ， 我 
们 称 É; 

[а |= (8,4) | | 

ZJ їн] айу ЛЕ, 

一 般 在 西 空 s 间 中 不 再 定义 两 向 量 的 夹 角 ， BZH, В) 
一 0 时 ， 仍 称 同 量 x 与 8 正 交 ， 并 记 为 "Ap。 
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[ 例 7] 若 在 n 维 复线 性 空间 C" 中 ,对 任意 两 l а= (а, 
29 ә G) B= (bi, b,, +, OD 规定 Е 
(а, В) =a, b, 4-а, 0, +---+a,b, | 
不 难 验 证 它 满 -定义 8 中 的 4 个 条 件 ， 即 (ac,8) че, М 
C" 成 为 西 空间 。 | B al 
ЊН 09 25 : 间 的 定义 ， 可 以 推出 下 列 性 | 
性 质 1  (a,AB)= А (а, В) 
性 质 2 (а,В+ү) = (а,В) + (a, y) 
性 质 3  (0,а)=(а,0)=0 . 
性 质 4 б> Ка, У,АВ, )= > Ži к, À, (a,,8,) 
性 质 5 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
(&, B), B) < (a,a)(8,8) ` 
证 明 (性 质 1) 
事实 上 (а,АВ) = (АВ, а) = А (В,а) = А (a,B) 
事实 上 (а, В+у) =+ a) = (Byg) r (ya) 
= (0,8) + (0,7) Е О 
(性 质 3) 由 于 ， 
(0,0)= (00,0) = 10а, а) 一 0 
改 有 (@,0)= (0, 0) z) =0 
CEMO ”事实 上 


(Zka, y A, )= к(а, | У; АВ, ) 


) => 1 ~ 1 ==]... ИИИ j= 1 


a 


‚Ук, DE, a= 5 УСК, А (а,,В,) 


i=l jw 1 : mb 
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(性 质 5)” 当 B= 二 0 有 时， 最 然 等 号 成 立 
现 设 8<0， 对 任意 复数 c， 人 恒 有 
(a—cB, a—cB)>0 
根据 内 积 的 性 质 1 及 性 质 2， 罚 | 
(a,a)— c (a,B)—c(B,a) +сс (В,В) 20 


取 c= RA Е, 08 
(а,В) (а,В) ~ 
(ВЪВ) =” 


(а, a) -= 


所 以 (а,В) (a,B) < (0,0) (B,D WR. 

Ша (а,,а,,+-,а„)у, B= (b,,b,,+--,b,) 3709 2 Се 
意 两 向 量 ， 按 例 7 中 所 规定 的 内 积 ， 应 用 Cauchy->chwarz 不 
等 式 ， 可 得 

бэ b. AET bos аа (287 ) 

六 、 丁 空间 中 内 积 与 基底 的 关系 

与 欧 氏 空间 中 的 情形 类 似 。 设 V 是 一 个 n 维 西 空间 。 在 V 
中 任 取 一 组 基底 e,， Cas ***› ©, 对 于 Y 中 任意 两 向 量 

а= хе FXE 1 Хел, 
В=у,е, FY +‘ БУ, е, 
由 内 积 的 性 质 ， 有 


(2, В) = > > x, yi (e, ,е) 


t=1i=1 


这 就 是 西 空间 中 内 积 与 基底 的 关系 。 若 令 


а, ;== (е,,е;) | (i,j=1,2,.…,1) 
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则 显然 有 
а; == 0}, 由 HE 


 (a,8B)= 2, )а,;х,у, 


1 = ])у= 1 
写成 矩阵 形式 ， 则 有 
(a,By= XAY 
其 中 Х=[х,,х,, + X, Y= [YY Yn) 
(е,,е,) (eée,,e,)--.(e,,e,)) ` 
(е,,е,) (6,,6,)--. (е,,е,) 


(е„,е,) (ё„,е„) ** (е„,е„) 


短 阵 4 叫做 Y 对 于 基底 *，e:。…，% 的 度量 矩阵 。 显 然 它 M 
A= AT, 这 里 A =La, ), 
АЗЕД, ВАША, ША DEX 
特 (Hermite) 和 矩阵。 实 的 厄 米 特 矩 阵 就 是 对 称 和 矩阵 。 
ХЖ НАЙ EATA=AA'=I RA =A", J # A 
为 西 交 和 矩阵 (简称 西 矩阵 )， 实 的 本 矩阵 就 是 正 交 矩阵。 


第 三 节 矩阵 的 Jordan 标 准 形 


在 $1 中 曾经 讲 过 ;对 于 n 阶 J E A ЫВ, 车 存在 n 阶 可 ЕЈ 
AREP, (#15 
В-=Р-!АР | | | 
MASB., 1а ЛуА-——В, Етан, 一 切 与 已 知 
矩阵 和 4 相似 的 矩阵 中 最 简单 的 一 种 形式 - ordan 标 准 形 。 
为 此 ， 我 们 先 介 绍 4- 和 矩阵 。 О 
„20°, 


一 、 和 -和 矩阵 
以 4 为 变量 的 多 项 式 ， 刀 
а(А) =a, A" + an-A" -Hee +a) +a, 
叫做 1 的 多 项 式 。 当 一 1 时 ， 又 称 为 首 一 多 项 式 (Moriic Po- 
lynomial) 。 以 4 的 多 项 式 为 元 素 的 和 矩阵， 如 
еа, (À) а Aa A) 
00 а а, (А) "а, (А) 
AJS] ssarssssresrersrerressen. 
anı (A) ana (À) + ‘Omn (А) 
Шз Z J ARE E, 又 称 为 1- 矩 阵 。 ТЕЎ, A- ЯНЕ E T st 
计算 出 来 ， 都 是 一 个 4 的 多 项 式 。 
定义 ! 如果 4- -矩阵 A(4) 中 有 一 个 (之 1) 阶 子 式 不 恒 为 | 
零 ， 而 所 有 的 7 十 1 阶 子 式 ( 如 果 有 的 话 ) 全 部 恒 为 零 ， 则 称 
4() 的 秩 为 r， 记 作 rank4(4) =, 零 矩 阵 的 秩 为 零 。 ° 
定义 2 设 A( 和 ) 是 一 个 n 阶 4~ J RE, f tnpa- 
BGA), 使得。 ИС 
| | AWB = В(А) AQ) =I 
дп {Б BE, HU #KA-3E EAC) Ж ар у, ЖЖ 
B(A) ZAUDE, WIATA). 
ЖЕЛЕНИ: KAEA, ПОН ЕА (А) Е, 
ХЕ ЕН, ЕВЕ Е ЗИН» {Н ТКАЈА- E, 
HHR- EEA. A-E НЭМ ИП ГЕШ Ж {+ | 
定理 1 ——пЛ-Ж ЕА (А) 可 занат 
ГАО) | 为 一 个 非 零 常数 。 | 
WERA 设 A(4) "рй, ША B(A) 使 
_ АО)В(А)=В(А)А(Д)у=1 ` 
两 边 取 行列 式 ， 得 s 
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Ае) В) == 
而 | AG) | 与 | B(A) | 都 是 ;的 多 项 式 ， 上 式 表明 其 乘积 为 零 次 
多 项 式 1， 故 知 它们 也 都 是 零 次 多 项 式 ， 即 | АО) | 为 非 零 党 
Ж >, ЗАСА) | 一 6 为 非 零 常数 ， 记 A(1) 的 伴随 矩阵 为 
A*A), MA AO baia m AUJA) 


1. I 
= A*(A)A(4)=I 


РДАСА) Иа, JARRA- A) = A*A) 

УЬ, A-H RG AH ЖК T B EE 28 ш: 。 即 

定义 3 下 面 三 种 变换 

(1) 互 换 两 行 的 位 置 ; 

(2) 把 某 一 行 乘 以 非 零 常数 fs 
г (3) ЕЯ Ro O MAR Ls, 
叫做 和 -矩阵 的 初等 行 变 换 。 把 其 中 的 “ 行 ? 换 为 “ 列 ? 即 得 和- 所 
阵 的 初等 列 变换 定义 。 初等 行 变换 与 初等 列 变 换 , 统称 为 初等 
变换 。 x | 
WRA- EEAO ЕН БИКЕ SEN 化 RBA), 就 称 
A(4) 与 BC(4) 等 价 ， 记 作 A(4) 守 B(4) ` 

可 以 验证 等 价 关 系 满足 

(1) НЕФ, А(А) Аб); 

(2) К. AASB), ВКА) АСА); 

“传递 律 ， ЗАСА) = B(A); BO SCO, чач) 

„соз 

定理 2 两 个 mx n 阶 的 4- BACA) .BCA) 等 价 的 充 要 条 
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ЕТЕ РЛ AE EPA) БОСА) 使 得 
B(A)=P(A )ACA)Q(A) 

ПЕ ВЯ JA R , | 

定理 3 设 4，B 是 两 个 4 阶 数字 方 阵 ， 则 4 一 B 的 充 机 条 
AI— A=.A1— B 

证 明 必要 性 是 显然 的 。 因 为 若 А-В, 则 存 在 可 道 矩 

血 P， 使 得 B 王 P- 4P， 于 是 有 

AI- B=Al P-l1AP=P-1(AI— A)P 
由 定理 2 ВА 

AI- B= AI— А 

《充分 性 的 证 明 从 栈 ) 

这 个 定理 的 作用 ， 在 于 沟通 了 两 个 数字 和 托 阵 香 相 似 关 系 
与 其 所 对 应 的 特征 和 矩阵 的 等 NRK, 使 我 们 可 以 通过 等 价 关 
系 来 研究 相似 关系 。 

定理 4 т, HERPMAN- АС) 
В — АГА J Rš BE 

da 0 0 0 


0 d, A) 0 = 0 
0 0 0 O 0 0 


| ИТТИ eseni esoe, 
С 0 00 0 з. 0 O 
Hha 8м — 0 项 y Hd- CA ВЕ 8 prdi (A), та}Е 
d -. (A)|d, QA) G=2, 3, es т), X #h * A JÉ 2E BE nu @& 
А(А) 8 ЖЖ... . 


本 定理 我 们 也 略 去 证 明 ， 下 面 举例 说 明 如 何 用 初等 变 损 
将 一 个 非 零 人 -和 卸 阵 化 为 它 的 Smitb 标 准 形 。 同 时 为 了 表明 怎 
一 步 中 所 用 的 为 何 种 初等 变换 ， 我 们 采用 她 下 记号 ， 

(1》[i, 门 一 一 表示 互 换 i，j 两 行 ( 列 ) 的 位 置 ， 

(2) [iCk)J] 一 一 表示 将 第 i 行 ( 列 ) 胶 以 非 零 常数 k， 

(3) [Citi(9)) 表示 将 第 j 行 ( 列 ) 乘 UZA RECA) 
А, ЖАВИ) Е. 

而 且 ， 这 些 记号 车 写 在 “一 >?” 的 上 面 ， 表 示 行 变换 ， 写 
ERTH, MKIRI EIR, | 

Сй) ЕЛЕЕ ЖДУ: RE 


1—5 А À; 
А(0)= А AA 
` 1 + 22 А АЗ 
为 Smith 标 准 形 。 
1 2 =! ё А | 
R Aw- o А-А —— 0 А — | 
十 3 人 1 дд 0 0 —A —2 
1 0 4 10 0 | 
0 А —ÀA I ——  — 0 А A | 
СЕД 0 Ет [ 0 人 A | 
1% 0 genyt 9 9 
oo A 9 了 À 0 
[3 十 2 0 0 АА 0 0 AAFIN 


二 、 行 列 式 因子 、 不 变 因 子 和 初等 因子 
定义 4 设 rankA(4 和 )=r( 之 1)， 则 对 任 一 正 整数 k、 只 要 
1<k<r，A( 力 中 必 有 非 零 的 K 阶 子 式 。 现 将 A(4) 中 全 部 阶 
子 式 的 最 高 公 因 式 (为 首 一 多 项 式 的 )， 记 为 Di(4)， 称 之 为 
| ° R&R • 


A(4) 的 K 阶 行列 式 因 子 。 КИ 
x BA, сщтапкА(Ау=т;>1 时 ，A(1) 共 有 /个 行列 式 因子 
Di(4)，D,(4)，…，D,(4)。 注 意 到 4(4) 的 每 个 k 阶 子 式 都 
可 以 按 一 行 展开 为 k 个 k 一 1 阶 子 式 的 组 合 ， 因 此 有 
D,- (AEDA) (k=2,3,-: r) | 
由 此 又 得 到 r 个 首 一 多 项 式 
(ду, ЖӨ), DWD . PW) 


D)? DA)? ? Da) 


称 为 4- 和 矩阵 41) 的 不 变 因子 = 
定理 5 RA), BA) ZE тх иртА- ХЕ, MAG) 
与 BC4) 有 相同 的 秩 ， 且 有 相同 的 行列 式 因子 。 

证 明 ”只 需 证 明 经 过 一 次 初等 行 变换 把 A(A) 化 成 B(4) 
后 ,其 秩 与 行列 式 因 子 不 变 即 可 。 

用 D& 和 (4) 与 Ds(4) 依 次 表示 AC4) 与 BC4) 的 kK 阶 行列 式 因 
f; то) Зп) ЫК RREA) BA) h ЖЕРИН ни 
的 ЕК, 

1 BREZI Уля (Т) А Сі, j ШАХА) 
ABC), WA, AMANTEA Zi, j T BF, Ж пол) 
= т (А) з 当 m(4) 同 时 - 含 有 A( 和 ) 的 951, ЈУ 47 BT, 有 n(4) 
= 一 m(4) 5 而 当 m(1) 只 含有 4(1) 的 第 让 两 行 中 之 任 一 行 时 ， 
则 有 nC4) = Ет, A) ,其 中 mi() 是 4 中 的 另 一 个 KE 阶 子 式 。 
无 论 是 哪 一 种 ， 都 有 D8z(4) nA), ШЕРА DEA 

2° 假定 经 过 的 是 第 (2) 种 初等 行 变换 CiCk)], 而 将 AC%) 
ИЗ ВСА), тс) 8 АСА) HRL Bp a Ж В nA) 
=m (À); Тш H MA) 5 A АСУ АЈ E і BF, H| Ж по) 
= кт(А) EJ i qD; (A| nh4)， 所 以 有 DAC4)| D£ (A). 

3” 假定 经 过 的 是 第 (3) 种 初等 等 行 变换 [i 十 ji(9)3， 而 将 


° Ҙ4 • 


„и 


АСА) ЗУ x Е ср 

` а, (А) Е а, (А) _ | °°" a, (A) 
а) +фа (0) а.) HPAnCA) a, Q) Tea, (А) 
B(A) == ee 
a, (А) CO. | | a, СА) f 


| а. (A) a. (A) | K a. (A) | 
则 当 m(4) 不 含 A(4) 的 第 i 行 时 ， 有 n(4) 二 m(4)， 当 m(4) 同 
时 含有 A() 的 第 i，j 两 行 时 ， 也 有 nn(%)= 二 m(4)， 当 m(4) 含 
А жит, BAAG ACAD BJ J fr FF. |. M A n(À)=m(—(A) 
土 pmi《4)， 这 里 m,《%) 是 A4(4) 的 另 一 个 k 阶 子 式 。 X 论 是 哪 
一 种 ， 都 有 DUCC4)/nC(4)， 从 而 有 DAC4)/Ds ОЛ) 

可 见 在 4(4) 衬 BC 和 ) 时 ， 必 有 DE 和 CN)/D&C(4)。 由 对 称 律 ， 
EAU ВОВ, FEBA 之 4(4)， 故 亦 有 D3(4)/DE{C4)。 
再 由 Df(1) 与 De(1) 都 是 首 一 多 :项 式 M ABADA) 
= D8(1)， 即 4(1) 与 BG) 有 相同 的 行列 式 因 子 。 | 

RHANDIR PRIIP, MADIA =0, 从 
而 有 D3C)=0， 于 是 BCX) 的 一 切 i 阶 子 式 也 均 为 零 。 RZN 
ФК REM, ДгапкА(А)==гапКВ(А)„ TEI Ee 

推论 Һи И 


На, (А), dA), +, ДСО ВАСО) ДЖЕ N>, 

证 明 HFAB), WAA SBOH 相同 的 秩 和 
柜 同 的 各 阶 行 列 式 因子 。 因 此 ，4(4) 的 秩 ， 就 是 标 准 形 
BC 入 中 主 对 角 线 上 FFERNA ACARI ИТУ A 
+, 就 是 

D,()=4,Q2 
D,(ÀA) =4,(A)d, Q) 

` DA= d (Ad CA) d, (Q) 
WWE 4,64) =р, (ау К 
COO aay 


DUA 

we ......... í 

DQ 
а= p ур 
o a= B05 


пй, 0А), AOA), +=, ПОЙАН, 因此 
也 就 说 明了 入 -矩阵 的 smith 标 准 形 是 唯一 的 。 
”定理 6 ZAA) ЗВО) тА, 则 下 面 命题 
是 等 价 的 。 и 

(1) A(A)=#=B(A); | 

(2) A(%)，B(4) 有 相同 的 行列 式 因 子 ， 

(3) A(4)，B(4) 有 相同 的 不 变 因 子 ; 

(4) A(4)，B(4) 有 相同 的 smith 标 准 形 ， 

(5) 存在 可 逆 和 矩阵 P(4) 与 Q(4) 使 

В(А)=Р(А)А(А)0(А) 
证 明 用 循环 证 法 ; 
M= (2)=> (3) => (4)=> (1) 和 
. 85. 


 (1)=>(S)==>(1) | 
ш ra 见 定理 2 


(1)== (2); HÆS 
(2) => (3): л) BODA ЯЙ 198017 j 列 与 因 了 


Рі(л):=р? (А) (k=1,2,- r) | КИС? 

所 以 有 \ | 

OR EROAK] 
(i=1, 2,.*, r) 

(3)= (4) 5(4) (1) ЖЕРАР 
ШЕЕ Н, — A A- E 251104 38 Pa Ja; 不 仅 行列 3 
”因子 不 变 ， MEPER T EEE, 不 变 因 了 的 得 名， 上 

于 此 。 
x 为 了 得 出 Jordan 标 准 形 ， 我 们 还 需 ҮШКҮ" 
等 价 的 充 要 条 件 。 为 此 ， 再 引进 初等 A THAS. (TEE 
复数 域 上 进行 讨论 )。 
定义 5 ikrankA(r)=r, А(А) ËJ £ E A + ALA), 
d,(4), `... d, (À); 1,-.01)14,6А4), (1=2,3,---,ғ), Hd, (A) 
在 复数 域 上 分 解 成 一 次 因 式 竹 的 季 积 。 ` 
人 trees (А-А) (АА): 
понинин иннин нинин нинен тне нне енне анне 


d, (А) = (А — 2А) kaa Gali ам) AU 


=4}(å), 


у= ам) аА) а зд" yan (aty tu 
АНК, ,22001=1, 2, +, т; j=1, 2, y f) 称 teok, 
>08J—UDJ(A— A;)5ii SAG) 8 +. | ` 

应 当 注 意 ，4(4) 的 初等 因子 可 能 和 有 重复 的 ， 比 部 
(А Ai" a AER Ed, (Ak 因 9, Ха, -4) 的 一 次 
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WN E. ШЕ, (АА) b БИЖ А(А) АЛТ ЫИ ЗЕ 7, Zñ 
党 将 | | 

(А-А), +, (А-А) о, (AmA) ri 
0) 5(1—1,) 3835 68 J F N +, 

定理 7 两 个 mxn 阶 的 4- 和 矩阵 A(4)，B(4) 等 价 的 充 要 
条 件 是 它们 有 祖 同 的 秩 和 相同 的 初等 因子 。 | 

证 明 ”必要 性 由 定理 5， 定 理 6 及 E 义 5 即 得 。 今 证 充分 
性 ， 趟 失 一 般 性 ， 我 们 用 一 个 具体 例子 来 说 明 ， 

假定 4(4) 与 B(A) 其 秩 均 为 4， 且 有 相同 的 初等 因子 

А, А?, А, A—1l, А—1, А41, (A41) 
н FERREL Wella asa 4 А ЗЕ ЮТ а (А) 5а°(А) G 
=1,2,3,4)„ Ж ПУШ БЛ, 2—1, AH148 465. 
= Н РЕШЕ, 当 不 足 4 个 时 用 1 补 成 4 个 : 

A’, 4, A, 1 
А—1, 5—1, 1, 1 

(А+-1)°?, 4--1,1, 1 ос 
Н РАЖ ға, а СА) d CA), 4", (A)| d2 (2), (i=2, 3,4) 
可 知 ds(4) 与 4s(4) 都 等 于 上 式 第 一 IR EE ATRA 

d2(4)=di(A)=A2(A—1)(A4+1): 
d,(A)158d I (A) T. Ез Ж IREE Bl 3 033 ga 

 dç(A)= OSAD AFI) 
关 此 有 

d:(4)=d;(A)=A 

'4{(А):==4ў(АУ=—1 зб у 
所 以 (А) =а?ёҝА) (1—1,2,3;4) ° ` 
由 定理 6 即 知 А(Л)=В(Л). 

对 于 一 个 4- 矩 阵 ， 求 出 其 初等 因子 ;是 化 此 入- аро 


е 38 а | 


dan 标 准 形 的 重要 步 又。 因此， 我 们 必须 掌握 求 初 等 因子 的 
方法 。 | 
按 定义 ,初等 因子 可 以 通过 行列 式 因子 和 不 变 因 于 来 求 。 
[ 例 2] KnBrA- EE 
A—a b, 


人 一 QQ 
А(А) = 


的 初等 因子 。 这 里 bj，b,,…，b,-: 都 是 非 零 常数 。 … 

R ”显然 D,(1) 王 (4 一 0)"， 又 在 4(A) 中 划 去 第 1 列 和 第 n 
ü 得 到 其 右上 和 角 的 nr 一 1 阶 子 式 ， 其 值 为 非 零 钊 数 Dipz… 
іо Fi AD,- (4)=1. F MD,- (A) D(A), "T D G) 

… 一 Di() 一 1 因此 | 

а, (А) =й, 10А) =1, 4„(А)==(А—а)' 

可 见 ，A4(4) 的 初等 因子 只 有 一 个 (4 一 0) ` ` L 
同样 ， 形 如 | | 


A—a 


Ont A — a 


(b, 二 0) 的 4 -矩阵 ， 也 只 有 一 个 初等 因子 (4 一 a)" 
J; #F, 菩 等 因子 也 可 以 通过 对 角形 (不 必需 要 Smith 标 准 
形 ) 或 分 块 对 角形 来 求 。 这 就 是 下 面 的 两 个 定理 (证 明 从 咯 )。 
EEs 若 人 -和 矩阵 
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0 
则 其 中 4 多 项 式 f1(4)，f,(4)，…， f.(4) 的 所 有 一 次 因 式 睡 ， 
就 是 A(4) 的 全 部 初等 因子 。 
Сз) ЖЖ 
/ 4 6 0) 
-3 —6 1 


1 


BJ F ñF SE КЕН Л З Р 


(5-4 +6 0 Walo 2-4 6 0 
3 .4 十 5 0 —— 3 245 0 
1 


解 Л-А 
3 6 5—1 0 — 2-1 4-— 


3 4 十 5 0 


0 0 2-1 
16-1) з ИКЕ ia 2) 


—— — 


4—4 —6 0 Nrc1(3)-2(2-40D 
(2-Е3] | | 


0 -2%—А4+2 0 
| | 3 0 0 -一 一 


3 e- (As ) | 
0 0 À —1 | 3 ; 


0 0 54-1 


3 0 0 \| 
0 (44+2)(А4—-1) 0 | 
0 0 4 一 1 


° dÜ ° 


ч? 


恨 据 定理 8， 休 一 和 4 的 初等 因子 为 4 二 2，4 一 1， 4 一 4。 
定理 9 AA- PEAN) EDN AÉ 
А,(А) 
А(4)=| ` | A (A) 
E | N 
А,(0) 


k. 


Жи &4-А-ШШЕА,(А), ACA) =, AORISTA 


是 A(4) 的 全 部 初等 因 式 。 
[ 例 42 RA- 
A А 
| | 
A(À) = À 
4—2 1 
的 急 等 因 于 。 


R ”因为 4(1) 是 分 块 对 角形 ; 其 中 


| А À _ 12 0 
A (Aà) = Ё ‚| 82055 f q 


故 其 初等 因子 为 2， 而 


0 4 ou -AAY А 
A = | | 
: (O На 1 | [1 一 2(A 一 9)] | 0 |) 
[1 一 2 (4)] | -A(A—2) 0 uc 
— 0 1 _› 
0-2 0 | 
0 1 


可 见 ， 其 初等 因子 为 4，4 一 2， 所 以 A4( 和 ) 的 全 部 初等 因子 是 
A, å, А—2 


о leo 


=. Jordan ð% ` 

ИЖ ЛУ ИЕНА А 相似 的 ) 最 简单 的 一 
种 形式 - Jordan 标 准 形 。 E 
定义 6 BANNERA, REEERE- S 因子 是 

(А-А), (АА) CAA (n Би, +40, 
= п), жи, ЛР 


为 属于 初等 因子 (4 一 4 的 Jordan 块 (i 王 1，2，…， 困 由 这 
些 Jordan 块 构成 的 nn 阶 分 块 对 角 和 矩阵 


J= 


就 叫做 和 矩阵 4 的 jordan 标准 形 。 

定理 10 ”在 定义 6 的 条 件 下 ， 有 4 一 J。 | 

证 明 根据 定理 3， 只 要 证 А-АА — 18 9]. 由 于 
特征 和 矩阵 总 是 满 秩 的 ， 故 有 

rank(AI[— A)=rank(' AI— Ј) =n 
又 由 例 2 得 知 | 
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СІ, Jn гй {УЖ ) A EAEAN САА D" 
(k 此 ， 由 定理 9 则 # 阶 分 块 矩 阵 


АІ, 一 了 
М,—1, 
М—1:= ` 
М,—1, 


的 全 部 初等 因子 就 是 (4 一 和 )"%， AA", + AmA, 
正好 与 1 一 4 的 初等 因子 相同 ， 据 定理 7 即 知 
М —Ах=1—1 

从 而 有 A~J 证 毕 

由 于 相似 和 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 故 有 

MI 一 4| = |1—Л|] =D, (C4) =d, (A)d, (A) -d (A) 
= (АА) А)" A A)": 
Hf WA 4, +, A RERA, {А8 o” 
当 i 六 时 ， a RES ASÀ 5% 

再 由 于 4- 和 矩阵 的 初等 因子 ， 不 因 初 等 变换 而 改变 ， 而 
由 4-- 和 矩阵 自身 唯一 决定 。 所 以 ， 属 于 特征 矩阵 人 氏 一 和 的 每 一 
个 初等 因子 的 Jordan 块 都 是 唯一 的 。 从 而 ， 若 不 计 J ;在 矩阵 
4 的 Jordan 标 准 形 J 中 的 顺序 ， 则 "也 就 是 唯一 的 了 。 

[ 例 5] RER 


0 З 3 
A= |-1 8 6 


. 43. 


Al- A= 1 А-8 -6. 
-2 4. 10] 


1 | 
,| Ие 
А(АУ4- 1)? 


其 初等 因子 为 4， (А4-1)°, Ж 


о 0 QO | 
A—J= x 9 -1 1 | 
. Ü 0 —1 
[ 例 6] ЖЕ 
4 6 0 
| 一 3 ы; 1 
的 Jordan 标 准 形 了 
8 H зА — ADDS ATAA, А — 1, À— 1, Pr 
Ç. 
Е _ 
A~J= 1 | 
* | ‚ 
即 4 与 对 角形 和 矩阵 相似 。 


不 难看 出 ， 一 般 当 且 仅 当 杂 一 4 的 初等 因子 全 是 一 次 式 
时 ，4 的 Jordan 标准 形 就 是 对 角形 ( 即 是 4 相似 于 对 角形 算 
阵 ) 。 
四 、 把 A 变 成 J 的 相似 变换 矩阵 P | 
U КЕНТ ЕЕ АИ Јогаап ЕЈ Е, rh 


° АД è 


РАЈ, 故 必 存在 满 秩 的 相似 变换 矩阵 P 使 得 
P-1l1AP=J 
— in ЕЛ, SR3SUORPT O. BEE- HREH, 
如 使 用 Jordan 标 准 形 求解 微分 方程 时 ， 就 必须 求 出 P 来 。 
下 面 我 们 来 介绍 求 矩 阵 P 的 方 法 ， 简单 说 来 ， 训 是 将 上 
式 改 写成 
AP= PJ 
Р=={Х,, Х,, 2..9 X, ] 
АСХ,, X,, e, X )=(X,, X,, +з, KX, 
由 此 等 式 ， 再 根据 其 体 的 4 和 yy 求 出 一 组 XA，， X;, +, х„Ж 
#ЕЖРЕ Л NE, 就 得 到 怎 阵 P。 
例如 ; 


q <> 


系 由 一 个 Jordan 块 组 成 ， 则 有 | 
A(X,, X,, ++, X,J= (X, Xz, ees Xp) 
| À 1 
À 1 
N 

` 1 

| À 
HERRAN, A x 
САХ,, АХ,, =°, AX, I= LAX s X, HAX: X, +X, 

Xaa HAX JRRD 9 
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AX =ЛАХ, 或 (АЛ—А)Х,=0 


AX,=X,+AX, СМ A)X,= —X, 
AX,=X,+AX, | (AI— A)X,= — X, 
AX =X 4X, CU 一 A)X, xX, 


由 于 J 中 的 4 是 矩阵 4 的 特征 信 ， 故 由 第 一 式 m X АЛАЯ 于 
特征 值 4 的 特征 向 量 。 求 出 X, 后 ， 代 入 第 二 式 ， 得 一 非 齐 次 
线性 方程 组 ， 解 出 X, 再 代入 第 三 式 求解 X。。 如 此 下 去 ， 直 芭 
解 出 X, 来 。 由 于 矩阵 P 是 存在 的 ， 故 这 些 方 程 组 一 定 都 有 
解 ， 而 且 不 是 唯一 的 。 我 们 只 要 在 其 中 选 出 一 组 线性 无 关 的 
解 来 组 成 矩阵 P 就 可 以 了 ， 可 见 和 矩阵 P 也 不 是 唯一 的 。 | 
当 J 是 由 多 个 Jordan 块 组 成 时 ， 求 P 的 方法 完 全 与 此 类 
似 。 x О 

[ 例 7] н 


1 0 2 


(JJordan#:28JEJ, HREP AP =J ЖЕЕ E P ç 


н — A+ —1 0 | 
Мм—АдА=| 4 4—3 0 
-1 0 a2) 
A+1 -1 0 
其 行列 式 因子 Da = lA] 4 4 一 3 0 


按 最 后 一 列 展 开 ,， 即 得 | 
D(A) =(А—2)(А— 1». С 
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| 4 1—3 
又 左下 角 的 二 阶 于 式 =: 0 1-3 
D.A) PACIT wRA D,(A)=1, 从 mD, (4) 王 1。 于 是 ， 
LEAFA | 

а,(%)=1, d,GA)=1, ds(4) 二 (4 一 2) (4 一 1)"”， 可 见 
A1 一 A 的 初等 因子 是 (4 一 2)，(4 一 1)*。 所 以 


2 
A—J=: l 1 | 
HRP, $ 
Xl 


x. 
P=(X,, X, Хә) ЖшА,= š 


Xg 


代入  AP=PJ 


I<i=1, 2, 3) 
А . Ку 1 1 
Ís АСХ,, X,, X,J=(X, Х,, X. | 

| 1 

АХ, =2X, (21—А)Х, ==0 

АХ, = X, 或 (I— A)X,=0 

AX,=X,+ X, (I[— A)X,= —X, 

| 3X, — Xi +0 =0 
f А | 4х, 一 Xi 十 0 一 0 

由 第 一 式 ， 得 齐 次 线性 方程 组 : ИЛАШ 
—x  +0+0=0 . 


由 此 解 得 4 对 于 特征 值 2 的 特征 向 量 


Xii 0 

x 1. 10 
X= | “e| = 

Xis 1 


“471, 


又 由 第 二 式 ， 得 齐 次 线性 方程 组 ， 
2%»,—Х›; =0 
4Х21— 2X 二 0 
х, — X; = 0) 


MRAN TIFEL EA 


Xy; ol 
X22 | 一 大 2 
^3 -1 


其 中 K 为 非 零 常数 ， 其 取 值 有 赖 于 将 X, 代 入 第 三 式 后 ， 使 其 
方程 有 解 来 确定 。 据 此 ， 由 第 三 式 得 非 齐 次 线性 方程 组 | 


X, = 


2X31 — Xs = — К 
| 4Х:— 2X3; 一 一 ZK 
— Хх, — X, =k 


饮 其 有 解 ， 必 须 其 系数 矩阵 与 其 增 广 和 矩阵， 即 


2 —1 0 2 —1 0 —k 
4 —2 0 ы 4 — 0 一 2K 
—1 0 一 1 — ] 0 —1 : k / 


JPK AHS. ЖАЁЙ H, ÆR 里 Kk 取 ҤЕ #8997, ЯП Hx 
k=1, 则 有 有 


/ly { 2X31 — X, 一 一 上 
X,= | 2 和 ах —2хы ==—2 
за ы 
从 此 方程 组 解 得 
Xs) ` 1\ /0 
e= = | =k, А 
Хзз 一 上 “1 
如 取 k, 二 一 1, 得 


9 18 4 


X, = -i 

| o ' 
Jo 1 -1 
于 是 P=(X, X,. хз=| ° 2 =i 
1-1 0 


我 们 者 到 ， 其 中 的 X, 与 X, 分 别 是 4 对 于 特征 值 ? 和 1 的 特 
征 向 量 ， 而 X, 一 般 则 称 为 A 对 于 特征 值 1 的 广义 特征 向 量 。 
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1. 验证 下 列 集 合 对 于 所 指 的 线性 运算 ， 是 否 构 成 实数 域 上 的 线 
ЗЕ 25 |8], 
(O 次 数 低 于 % 的 实 系数 多 项 式 的 全 体 ， 对 于 多 项 式 的 加 法 和 数 
乘法 。 | | 
(2) 平面 上 不 平行 于 某 一 向 量 的 全 体 向 量 组 成 的 集合 。 对 村 囚 量 
的 加 法 和 数 乘法 。 
2. 判别 下 列 所 定义 的 变换 ，、 哪 些 是 线性 的 ， 哪 些 不 是 。 
(1) 在 三 维 线性 空间 中 | 
A (Ху, X), Ха) = (Xs, X,+ Xp, Хз) 
.xi Xas Хз) = (2X1 — X3, X, Xs, Xr) 
(2) 在 PEx] 《多项式 的 全 体 ) 中 
21} 0х) =f x+n) 
1(X) 二 (Xo) 其 中 XeEF，xe 是 一 个 定数 。 
3. 多 设 V 是 n 维 实 线 性 空间 ， Qis 02, s б, 是 Y 中 的 一 组 基 ， 对 
Y 中 任意 二 向 量 
a= х0 х0, +++ ха, 


P= уа, +H ya, + ' + y,a, 
s 49 e 


规定 (@, В) =X HX A NAY 
证 明 ， (a, B) 是 4 与 8 的 内 积 ， 从 而 V 对 这 个 内 积 构成 欧 氏 空间 。 
4. RASCA ilnn m АТЕНЕ, ХИ КРЕ 
Ыр: 
а==(Хү,х,, ++, х„), B= (Yis Уз, у Уз) 
规定 (а, В)=аАВТ 
(1) WB: (а, B) 是 内 积 ， 从 而 R" 对 这 个 内 积 构成 欧 氏 空间 ， 
“(2) Жаре, = (1, 0, +з, 0), &= (0, , 0, ©, 0), 
7,00, 0, +, 0, 1) 的 度量 矩阵， | o 
(3) 罕 出 在 这 个 欧 氏 空间 及 "中 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 。 
5. ТЕКЕ КОНК АУ 
2 一 (1， 1, —1, 1) 
В= (1, —1, —1,‚ 1) 
Y=(2, 1, 1, 3) 
下 交 。 | | О 
© 6. 设 Q1，Q;，…， 是 欧 氏 空间 V 中 的 一 组 基底 。 证 明 ， 
(1) 若 YEV 使 得 (Y, @i)=0, i=1, 2, +, n 
则 ?=0。 ЕН и Ее 
(2) ЖҮ, YEV, 使 对 任 一 BEV， 有 
(Y1,B)= (Y,，B) 
BU Y="; 
7. 设 el，e:，e: 是 三 维 欧 氏 室 间 Rs 中 一 组 慰 准 正 交 基 底 .证 明 ， 


l | 
Qi= 3 (26, + 26; —65s) 
1 | 
a=- (2ё, —е,+ 23) 


i 
q| = (€, —26;—263) Е 


也 是 -一 组 标准 正 交 基底 。 
e 50 o 


8, 设 ag，B 是 欧 氏 空间 R* 中 任意 两 个 向 量 , AG ЕЖЕ AE EE, 
证 明 ， 
(Aa, В) = (а, ATB) 
9, WEH., npt- RE 


А {) 0 ° О а, 
— | А 0 0 | а, 1 
0 - | À 0 а, 2 
A) = „а. . <. 
0 0 À a, 
0 0 0 一 1 -À +a, 
非常 数 的 不 变 因 子 只 有 一 个 。 
а, Аад 十 an- Atas, | 


3424+24—3 24 一 1 142 十 24 一 3 
412 十 34 一 5 34—92 42 十 34 一 4 
la 十 4 一 4 4—2 А-1 
求 4(1) 的 不 变 因 子 和 初等 因子 。 | 

11. R FIERE Jordani J, 


А (А) = 


3 т -3) 0 1 1 0 O. 

A= —2 —5 25 1 0 10 о. 0! 

-4 10 3! гоо 0 0 

B=| ò o o 2 —1 | 

00 0 2 2 —1 

0 O 0 1 2 一 : 
12.. 1 2 一 1 —1 
a- 2 一 1 -2 

—] I 2 | 


求人 的 Jordan 标 准 形 "， 基 求 相似 变换 志 降 ， 
使 P-1AP=J 
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9—1 多 :项 式 
在 < 高 等 代数 ?中 已 讲 过 数 域 F 上 的 一 元 多 项 式 ; 


fx) 一 0 十 0X 十 … 十 CiX8 一 У axi (2-1) 
яра, C€ F(i=0, 1, 6, п), Xx 为 变量 。 

车 4, 丰 0， 则 n 是 多 项 式 f(x) 的 次 数 (degree) , #a,=1, 
则 多 项 式 就 是 上 章 所 讲 过 的 首 一 多 项 式 。 

我 们 知道 ， 两 个 多 项 式 的 和 、 积 ， 其 定义 如 下 ， 


对 于 两 个 多 项 式 : 了 (x) 二 于 aix вк) = Nox, 


upas b,EF (=, 1, чу т), хат 


[\х)-Е&(х)== J, (a,+b,)<x: 《2-27 

共 积 为 
| ., 

[(х)в(х)= >; c x: r2—3) 

其 中 0 一 总 аф, c, CF (1=0, 1, 2, =, 2n) 
1, kan i | 

并 且 次 数 之 闻 有 下 列 关 系 : 

deg(f+#g8)=max(deg f, deg g) (2-4) 


deg( fg) =degf -+ degg Б (2-5) 


. 5È 


对 多 项 式 j，g(8 志 0) 可 选取 适当 的 多 项 式 q, r 
使 得 f=g4+r, degr<degg (2-6) 
其 中 4 称 为 ] 除 以 8 的 商 ，r 称 为 1 的 余 式 。 当 r= 二 0, 即 f 没 有 余 式 
Еу, Жавел СЕВ) 了 ， 记 为 g| 1。 当 用 ,f, 都 可 Нел, 
而 且 不 能 用 比 g 次 数 高 的 任 一 多 项 式 除 尽 时 ， 称 8 是 矿 , 刀 的 最 
大 公 因 式 。 此 时 ,车 g(xX) 为 首 一 多 项 式 , 则 用 (f1(x),f,(x)) 
来 表示 。 当 (Ff1)x) ,f(xX)) 二 1 时 ， 1k 1 Е Н.Ж 的 《或 互 
质 的 )。 

两 个 多 项 式 户 和 访 互 素 的 充分 必要 条 件 是 存在 多 项 式 
P (X), Р,(х) 845, 

ҺР, +H fP, =1 (2-7) 
使 1(x) 二 0 的 x 值 ， 叫 做 1x) 的 零点 或 根 。 
特别 地 ， 若 数 域 F 为 复数 域 C， 则 (x) 具 有 nn 个 根 Xi,X%，， 
, XCC ШЕ, ЈС) А 0) 

 f(x)=a,(x—x,)(x—x,)+*** (X—x,) (2-8) 

ШУХИХОИ ТУ, 


第 二 节 PEZAR 


АЖ “их ир, СА ЯЕ БАЈ Д 式 。 奉 
ЈА =a, ta A Ha Ae La AnHHJBA АН = 135 ВА 
М.Ж 1, 5 ЕЕ Ж {зд 

А) =a, 1 +a, A +a, A? 1... +a An (2-9) 
称 为 矩阵 4 的 多 项 式 。 若 cos 0, Шт УЈКА) 的 次 数 。 БТР 
СА) 2548745 их nt ÉE Ç 


例如 ; 1(4)==41 一 34 十 4: 十 4;， 其 中 A= 


\ 
А 


о $j ° 


1 1 1 l 3, 
0 | | ， 2 \=|, Юю 


аа almia а) 


代入 K(4) 的 表达 式 ， 得 


f 1 O {i 1 1 3 
КЕ НИЕ НИНИ 
0 1 0 2 0 4 


| 1 7) b 7 x 

+ = О 

0 8; |0 01. | 

两 个 和 矩阵 多 项 式 的 和 、 积 可 根据 (2-2) 式 和 (2-3) 式 
分 别 定 义 为 ， 


将 a=? 


а | 


KAKAS GDA (2-10) 
1(4)8(4) 一 (jg)4 211) 


记号 (f 十 8)4 与 (j8)4 分 别 吉 示 把 1(4) 二 8(4) 与 14)g(4) 中 的 
AIRRA, 4 一 1 换 成 1f。 据 此 ， 由 (2-11) 式 可 得 
f(A)gC(A)=(fg)A=(g8f)A=g8(A)f C(A) 
即 1(A)，8g(4) 可 以 交换 ， занята, T 
Es Ж ЇЇ JSK 38 РЕЛ, 
性质 1 对 任意 矩阵 A, 和 矩阵 多 项 式 的 滁 法 运算 是 可 交换 
的 。 / 
性质 2 РАР) PA)P-! (2-12) 
其 中 EEP En m: B E Н 
证 明 I=PIP-!, 894, (РАР-!)==РАҰР-: (kE M 
数 )， 把 这 些 SNT КЛҲҚРАР- Эн, ЙАЗ А, В 可 得 
ај. 
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Jf(PAP-')=P/J(A)P-! 
TR SEDE TN = 2 Bi Б [н], — Z + ЖАШ, 
уре, ЖЫНЫ 52000,07 网 mx n 
BEEF (А) =C a (A) Jaxa 
设 P 二 max degf,;， 利 用 矩阵 序列 F， G=0, 1, =P) 
WE x | x E 
F(A)=F, HAF, 4AF, +e БАРР, 
显然 与 (2-9) 式 不 同 。 | 
例如 ; | 
1s 二 212 十 1 一 3 1 一 1 
0.212: 一 和 人 十 1.3 A 一 4.24 一 0.7 | 


ad 1 0 | 2 0 
~ io 0) 10.2 1 


tal 1 1 нт а) 
-— 1 -4.2 1.3 -0.1 
这 种 矩阵 就 是 4- 和 窍 阵 。 

定义 ” 设 A4 是 nxn 阶 方 了 泗 ， 若 4 满足 

]СА)=0 (0 表示 nxn 阶 零 方 阵 ) 

则 多 项 式 1(4) 称 为 4 的 零 化 多 项 式 (Annihilating Pelyno- 
іа), ХАРАА? (И. 

下 面 我 们 证 明和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 4 的 零 化 多 项 式 , 即 
凯 菜 -哈密 尔 顿 (Cayley-Hamilton) 定理 。 为 此 ， 先 看 一 个 
引 理 

引 理 BIA HAIZ RA А уп ЖЕЛ , MUJ 存在 
1 阶 1- 和 矩阵 Q(4)， 使 | 

(А-А)0(А) = А 


ra=] 


о 98 o 


й  Q(A)QI — A)=J(A)1 
成 立 的 充 要 条 件 是 败 4) 一 0。 GERAM) 

定理 OE-A ETD gylla) = =det(A1—A) 
л 多 4) 一 0 
成 立 〈 其 中 4 为 pn 阶 数 量 抑 阵 )。 

证 明 HTAA MERE M _ A)* 也 是 з л-р, А. 
(AI— АУ(А —– Аду) О (2-13) 
J E3R SEE АЯСА) = 一 0 | | 

从 定理 可 看 到 ，. n 次 多 项 式 V(4) 是 A 的 零 化 多 项 式 。 此 
外 ， 次 数 比 4 的 阶 数 低 的 多 项 式 也 可 能 使 4 零 化 。 


2 о 0 
1 2 —1 


1 0 1 


例如 : 设 A= 


它 的 特征 多项式 为 ， 必 和 ) 一 (一 1)(% 一 2)?， 由 上 面 定理 知 
(А) = 0. 但 十， x T | 
р) 1) ва СА) =0, AA 


2.0 0 е1 0 Ж 
| мана 2 -1 |- | 0. 1. J ИИИНИН 
1 0 1 .0 .0 .1 С 
,2 0 0 ,2 0 0 
1 а-а о) 
1 0 1 0 0 2 
Е ‚1 0 0 0 0 0 
"E 1 Е 0. -1| 
1 0 0 l 0.84 
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| 0 0 O, 
=| 0 0 | 0 | 
0 о 0 
又 名 (和 )=KE(A-1)(04-2) 也 可 得 到 办 (4) 一 0， 这 说 明了 使 
A 零 化 的 多 项 式 不 是 唯一 的 。 因 此 提出 最 小 多 项 式 < 


Е САМ 


ORAN а Ж ` 


定义 1 nx п EM ABH E 62 ОН, Р ж 最 
低 的 首 一 多 项 式 ， 称 为 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 ， смій АТ Pol- 
ynomial)， 记 为 9,( 和 X)。 由 第 二 节 中 的 定理 ， asia 
的 最 小 多 项 式 是 存在 的 ， НКЕ п. | GE P 
YFEARIA=A- 24 Е М 

о ‘1. о\ (о akio 
көз узе; уу 
所 以 V4) =А- 2 是 A 的 老化 多 项 式 。 KRVARE 项 式 
是 零 次 的 。 对 首 一 零 次 多 项 式 轴 (4) ЯНСА) = 
1 0 0. 0 
OEE 0 1 Hls "| Las 
因此 办 (4) 不 是 A 的 等 化 多 项 式 。 
所 以 凡人 = 一 4- 2= -gj 是 4 的 最 小 多 项 

定理 1 n 阶 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 是 唯一 ы 

ШЕН WEP. (A), p OB RANEE AR MRNA 
ДАНЕ 2 Ep, (AEDn CA), ROCA) =Pn (4) -Pn lA), 

57 ~ 


Н EIP (А), Фф, АРКИ, ЖОЛШЫ Z m 
Ja, MAAHAD 是 首 一 多 项 式 ， 且 加 (4) 一 二 WA 


= (Pa lA) Ф.А) =0 ВФ, (Л) АЈ 42 项 式 ， 而 


АЖ ХФ, A Pa OJURE 15 pw (A). o, A) 
是 4 的 最 小 多 项 式 的 假设 矛盾 。 因 此 , 必 有 Pa (A)=EPn A) 
故人 的 最 小 允 项 式 是 唯一 的 。 x 

定理 2 n 阶 短 阵 A 的 最 小 多 项 式 能 整除 A 的 任意 š 零 化 多 
项 式 。 

证 明 设 w。( 和 ) 是 人 的 最 小 多 项 式 ， 对 于 degj(4)> 
degqa( 入 ) 的 A 的 任意 零 化 多 项 式 1( 和 )， 可 表示 为 

(А) =, (А) (А) 40А), degr(\)<degpn(N\), 如 果 
pu( 入 ) 不 能 整除 XXX)， 则 r(X) 关 0, 伍 JX) 是 4 的 零 化 多 项 式 ， 
BJ#f(A)=0, X We,(A)=0, TFAr(A)=0> 927, Jr (A) 
的 次 数 叉 小 于 p。(X》 的 次 数 ， 这 与 pm(X) 是 和 的 最 小 多 项 式 相 
矛盾， 所 以 必 有 r(X) 一 0， 故 gw() 能 整除 忒 X)。 证 毕 。 
R 设 4 的 特征 多 项 式 为 WA)， 则 9a(A) BA) 
ЕИЗ ?入 上 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 为 | 


pal) = p Con | l QG- 


其 中 内 AN) = M-A], D AEM- AREN-IÑTFR Ж 
大 公 因 式 《 即 nh 一 1 阶 行列 式 因子 )。 
шй 2 eD O 


+ 58 ° 


现 要 证 明 qp( 和 ) 就 是 4 的 最 小 多 项 式 pn(4)。 因 为 D,-1(4) 能 除 
R (XM 一 和 4)* 的 每 个 元 素 ， 故 可 写 _ 
(AI— A)*=D,-.(4)C(N) 
其 中 C(4) 为 各 元 素 互 质 的 和- 矩阵， 由 于 
(АГ А)(А1- A)*=wW(A)I | 
wA  (AI— A)C(A)=%(2)1 (2—15) 
根据 前 ШЕЕ 即 知 有 (人) 一 0, РСА) ERAK E 05 
项 式 。 
STEPE ERARE А, 由 定理 2， 有 
9.0700) 于 是 存在 多 项 式 X(%4)， 使 x 
| Ф(Ау=Х(А)Ф„(5). | (2—16) 
29, (A)=0, 根据 前 节 引 理 ， 又 存在 一 个 4- 德 阵 ОСА), 
(А АО) ААЛ | | (2-17) 
H (2-16) %, Ж А | | 
ФСА) = Х(А)Ф,„(А ) = (м- AXO) 
EH (2-15) 式 ， 便 可 推出 . 
C(A)=X(M)Q(A) 
此 式 表明 X(A) 是 C(1) 中 各 元 素 的 公 因 式 ， 故 有 X(%) 二 1。 这 
№, H (2-16) R, В1Ф(А) = Ф.А). 18. 
Ж # АВЕ НЕА — 4 的 第 # 个 不 变 因子 d， * 
就 是 4 的 最 小 多 项 式 9p (A), Б 
Ф.(А) =4,(А) СК (2-18) 
CERA 因为 凡 和 ) 一 | МА |-:р, (А), wA 
PASDA) DRO O 
定理 4 n 阶 矩阵 A 的 特征 多 项 式 的 根 ， 是 4 的 最 小 多 项 
e'59 ә 


(2-19) 


式 的 根 。 Е 
证 明 将 A 的 特征 矩阵 和 – 4 化 为 Smith 标 准 形 。 即 ， 
d (А) Е 
,(А) 
入 了 一 A= `. А 
| d, OQ) _. | 
d (A) 


MAYA) = M- Al=cd (A)d,(À)- d, (A) (其 中 c 是 不 等 于 
零 有 的 第 数 。 实 际 上 ,这 有 时 c 二 1)。 基 入 是 于 入 )= 二 0 的 一 个 根 , 即 
有 A) 二 0。 由 此 知 和 必 为 菜 d( 和 ) 之 根 。 又 dj( 和 4d,(%)， 即 
d, (ÀM) =0, HE j 论 知 ， 有 Palda) = 0 故 有 pn) 一 0 证 
毕 。 | | | 

根据 此 定理 ， 可 知 ， 车 | 

А) = М- А j= (А-А) (А-А) (А-А) 

EHk +k, 46. К, =n (4 的 阶 数 ) ,大 ,>0 4 2, `°, t) 
B Hij, AA š 
И] Фф, (А) = NN (А-А, )"г... (À — А)": 
其 中 1sm sk, (1, 2, +з, Í)' 

特别 地 ， 当 ji 一 1 时 ，t 一 8， 必 有 mm 一 1 i=1,2,-: 
ИФ. (А) = (А) 即 得 如 下 结论 : 

推论 EARNAN RER Я, yA 的 最 小 多 项 民 训 和 
于 4 的 特征 多 项 式 。 | | 

定理 5 ИАН 

Ф СА) = (А-А) (АА) е)" (2-20) 


QB ОА О ТАЗ, Н АЕН 


e-60 е 


其 中 入 ， 和 入，…， 入 是 4 的 相 异 特征 值 ， 则 对 于 两 个 多 项 式 
1( 入 )，g( 入 ) 使 得 f(A4)= 二 g( 和 4) 的 充分 必要 条 件 为 ， 
Q =Q 9 125 0 тн 
[=0, 1, 2, s, mj—1 
| | (2-21) 
证 明 必要 性， 
Ф JCA)=g(A), ДКА) -8(А) =0 FÆRA) 
= (А) -sA ж АН 20015, REEE, URA) 能 用 最 
小 多 项 式 p,( 入 ) З, ВЕ 3 M Nq À), 使 得 
АСА) =q()o, (А H (2-20) <, 显然 
h P(A 0, j=l, 2, =, ty [I=0,1,2, =, m-l, 
故 (2-21) 式 成 立 。 
E (2-21) RREZ, MAASIM ~ 60А) 能 H) o, OD 
Жр, AERA) =0. ЖУСА) = (А) RA. Ш 
定义 2 пй ЕАН М0 5 
p (入 ) 一 人 一 入 )mi( 和 一 和 2)ma…( 和 一 入 )m， 
ERRIO EARRA A, А, ee ААВ T Aki 
确定 的 有 限 值 (k=m т, +m) ` 


d PFO) 
ft? (А) = Др? 


[= 0. 1, 2» “б, ту 1 
Ш ВРО 定义 在 4 的 谱 上 。 这 些 值 称 为 KANA) 在 4 上 的 请 


值 。 x 


Tawi) 


е6] . 


М (2-20) RE, ЖН О W Z JR ХОМ) Hg (N) 
在 矩阵 4 上 的 谱 值 。 于 是 有 

推论 | 对 于 某 多 项 式 fX) ,f(A4A) =0 的 充分 ) 必 要 条 件 是 
1 入) 在 和 矩阵 A 上 的 谱 值 为 零 。 即 是 

]?(%/=0, j=1, 2, +, t 
1=0, 1, 2, ++, т,-1 . 

推论 5 对 于 两 个 多 项 式 信和 80%)) AREARE, 则 
КА) 二 gC(4) 的 充分 必要 条 件 是 ， 多 项 式 1%) 和 8&《%) 在 ж 阵 
АЕА), 


J й 二 
1. ЖЕНЕН АНОН A”, , 可 以 表 为 矩阵 4 的 多 项 式 。 
1 22 
2。 1ш. z 4=[ | ， 71] kal —1 1 


4 一 12 1 
试 计 算 | 
(1) (А--4АЗ+6А2+68А --81)-1 
(2) ХВ) =В'— 一 B5 一 19B4 十 28B3 十 6B 一 4L 


з. KER 
тсе —4 a a G а, 
A= | 4 一 8 一 1 J —@, а, 一 43 а, 
-4 -1 ~8 K B=| o G 4, —a, 
| _@, ama, q а, 7 
的 最 小 多 项 式 。 
4. ФЕВ, 


O) 祖 似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 ， 逆 定理 不 成 立 。 
(2) 任 登 矩阵 与 它 的 转 置 矩阵 有 相同 的 最 小 多 颁 式 。 
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=E E FPE 分 析 


TE- De R k {КЖ Н, ERARD 5 ЖОАН AE 
SS ИНЕ ТИЕ АЛИ, tO 
发 展 ， 和 矩阵 理论 在 各 个 学 科 领 域 中 的 应 用 愈 来 愈 广泛 。 
些 ， 我 们 有 必要 对 和 矩阵 分 析 作 些 介 绍 。 

矩阵 分 析 理 论 也 与 数学 分 析 一 样 ， 是 建立 在 极限 概念 之 
Eo AIt, ARH re i EEREN, AE aE 2 
间 讨 论 数 值 逼 近 和 研究 微分 方程 的 数值 解 时 ， 常 常 需要 考虑 
下 近 程度 的 问题 ， 这 就 涉及 向 量 和 和 矩阵 的 范 数 概念 ， 所 以 本 
EER THE HRNEK., 


第 一 节 ЕЕЕ 


一 、 向 量 的 极限 | 
定义 1 ЯТАК}, 
其 中 o Xaa, ху“, ‚з, x, сә) | 
若 其 每 一 分 量 x;'“ 当 Kk 一 co 时 ， 痢 有 极限 X,， О 


即 limx, 0 = Xi, i=l, 2, eg Nn. o (8-1) 
则 称 向 量 序列 {站 } 有 极限 XX 二 (XXX „ЭУ, „хө 
WFX, аайуишХ'®=Х, | О (3-2) 
或 u XO Kk) 


PIA: ЖЕЕ? EEA 


(2) | и. | 2.001 ) О 
0.9 [0992 109092 2 O a 
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1 
| Jk n 
Xin XP= ‚ A lim- = 0, im =o, 
| sink ao 2 t>o К 
К 
0 
t XP 0 (k— co) 


| / 1 1 1. 1 
但 回 量 序列 | 2 ) | 一 2 ) | 2 b | 一 ° |, 
| N | | ЕЯ 
ш, ксле 2 | 


8. 
由 于 实数 序列 的 极限 是 唯一 的 ， 所 以 定义 工 中 同 量 序列 


的 极限 必定 是 唯一 的 。 
显然 ， limX о =X <=> lim(X °” ~ _ x= 0 


кш кл MAFKAR RRIA — X} 
收敛 于 零 向 量 。 

根据 向 量 的 极限 ， 可 引出 向 量 级 数 的 极限 。 

设 向 量 级 数 

XPLPLXPpe AXP L... 

КЕЛШ, YPO Хо LXV pe ЕХ, WMR J F A 
(YOJA RR, ШЖ КААШ 〈 或 收敛 )。Y 叫 的 极限 就 
是 此 级 数 的 极限 《或 称 为 此 级 数 的 和 )。 反 之 ， 若 向 量 级 数 
没有 极限 ， 就 称 此 级 数 是 发 散 的 。 
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йй, X=) |, 


| 1 
2 a 11- (ç) 
HAD 1-2) (во) 
£ =} 2 1 一 可 


ШҮ “的 极限 不 存在 ， 故 回 量 级 数 


EXPP X? L... XQ F+. 


h =} 
发 散 。 

=. BEEF: SU SS FR 

矩阵 序列 的 收敛 性 和 向 量 类 似 。 

定义 2 НАИЛ (А, )} = (Са, 90, „), 车 存在 
ЕА = Са, J), Коой, а, Ға В 

іта, —a,; (= 1, 2, ++, ту j=1, 2, +, п) 

©" (3-3) 
ЖОЖ БЕЗ {А,} K SK TA, B 
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limA,=A (3—4) 
ЖАЙ: Ж ЕКА КДЖ, 
不 收敛 的 矩阵 这 列 统称 为 发 散 的 。 
收敛 的 矩阵 序列 与 收敛 的 数列 有 类 似 的 性 质 ， 
性 质 1 对 于 和 矩阵 序列 {A 站 j 和 {B,}， 若 当 k 一 co 时 ， 有 
A.—A，B. 一 B， 则 必 有 QA 十 BB, 一 0A 十 BB 
ИП ш (аА, + BB,) =a A+BB (3—5) 
其 中 a，p 为 两 个 任意 常数 。 
.性质 2 К-он, А, АВ, В, ПИ А,В, 
— AB ВП 
limA,B,= AB (3—6) 
性 质 3 (А, СА, Ч EA, Ас! И fE 
ы, ДОНА, TRAFA. Bg 


ПтА, ‘= А! | (3-7) 
证 明 ”对 性 质 1 HE УХ2Е[ АЕН, 1 只 需 证 明 性 质 2 和 和 


性 质 3。 


без 


证 明 性 质 2。 因为 (A4B, а E ADUD 


(АВ), = > A;B 


t=] 
rH -F 24 k— cof} ЗАА, В.В, KA 
x CAO (BO иә дво BHO 


(ABa); —>(AB);; 
须 指 出 ， 若 是 矩阵 序列 不 是 方 阵 时 ， 只 要 {4%} 是 sx p 阶 
» 66 ә 


Е Е ВЕЗУТ СВ, рх ЕДЕ, ВЕЛО Ў У. 
EREA: AAA АЛА, |, ЕА, А, & Ж 
素 都 是 人 中 的 元 素 的 多 项 式 。 
由 于 im 多 项 式 (44 的 元 素 ) = 多 项 式 (limA 的 元 系 )》 
贝 ] limA,*=A*, lim| А, |=] А |=0 
У НтА,- := A*/| A |=А-! 证 毕 
=. ERRAK 

Je l| ЖА 26 PEB ТР rH % Re Е 372565393 级 数 的 和 定义 
所 以 矩 隆 级 数 在 系统 理论 中 有 重要 的 应 用 。 
定义 3 由 答 阵 序列 {4A。} 组 成 的 无 穷 级 数 


的 


© 


Ер _ FA =A БА БА (3-8) 


称 为 矩阵 级 数 。 其 部 分 和 记 为 

S,=A,+A, tet A, 
34k— co, 105, RREE, RF FS, 
И: ims =S | 


R — oa 


павя E AGEA, E. ME BS k J M; M Ж 


£ A АЈ EE” Ç 


ФБА = Са, P aan (К==1, 2, “э ), | 可 以 看 出 ， 
当 且 仅 当 由 其 元 系 руси 


| ( 
у a j =a P Fa, jP teti E) se. 
k=1 | 


(1, j= 1, 2, =, A) Е. 
# 6? ө 


КН, ШЖ > АЕ, БЕРЕЩ. 


Tis, Еа а ЖЕЙ 与 数 项 级 数 的 运算 法 则 就 完 
全 一 致 。 | 


р. ЖЕЕ 
定义 4 ШЕ 
, a, (X) a, (X) ‚өө a, (x) ` 1... 


`a Сх) anà (X) he a, (x) 
ААЛЗ Ех. 《或 复 变 量 函 数 )， REK AE 
阵 4(x) 为 函数 矩阵 。 

ИА ТЖС), Baa, палента, 
ж), BP СНИ 
lim a; ,(x)=a,, Gi=1, 2, ++, my j=l; 2, Ө n) 


ДЕА С) ИЙ, BIRN ERAS Са, men 


即 lima, (х) lima,, (x) … lima,,(x) 
F "X. XX, F Ха 
з i іта, (X) limay (x) =. Clima,, (x) 
lim A(x) = xx X—+Xe Kx. 
х->х„ | 
іта, (x) lima,,(%) =~ fima, „(х) 
xX—v X. r- xe Xx. 
& ` М2 7 м. .. GT Qia зве а, 
= | 0 A (3-10) 
а (ne а mn 


函数 矩阵 的 极限 ， 共 有 函数 极限 的 类 似 人 性 质 。 
6 68 є. 


例如 ;， 当 x 一 Xo 时 ， 设 函数 矩阵 AC(x) 和 B(x) 有 极限 A 和 
B, WA 
@› limCA(x)+B(X)I=A+B 
(2) limt A(xyB(x) = AB 
(3). limkA(x)=kA . ` (3-11) 
其 中 和 矩阵 4，B 均 为 常数 矩阵 ，K 为 常数 。 
同样 可 以 人 出 函数 算 阵 在 某 一 点 处 或 某 一 区 хи 连续 的 | 
定义 。 
定义 5 E RIERA O =m лиле Жан Ө 
(i=1, 2, =, ту j=1, 2 =, п) EE- Ax kak t — 
区 间 上 连续 ， NI AREA) 在 此 点 xo 处 或 此 区 区 间 上 连 
续 。 
”类 似 地 ， 可 以 推广 到 多 变量 的 画 数 矩阵 。 例如 
С(х, y) =(c; (x, y)),,.KC(Xi, Х Xas х). 
一 (Ci ; (Xis Х,, Xss X.) Jaxa 


也 具有 上 述 类 似 的 定义 和 性 质 。 оса 


第 二 节 ”函数 矩阵 的 微分 和 积分 


| 本 节 所 研究 的 内 容 ， 是 用 和 矩阵 来 描述 微 积分 中 的 若干 结 
果 ， 它 在 实用 上 很 方便 。 我 们 将 着 蛋 讨论 在 工程 实际 中 党 
的 三 个 问题 ， ОАЕ ЖОНЕ ХЕ Н ЗСА ИУ ЯП А АЯ ЖЕУ: 
ЮЖ ЖЧ Е Е ВУ $ 向 量 函数 关于 向 量 的 微分 
、 数 短 阵 的 微分 和 积分 осе 
定义 1 ВА ЕА (х) =la) Jaxa @=1, 2, +, 

m3 ј=1, 2, = п), Я 4 Er 836 ж ar (x) fE x= Хо 
或 菜 一 X [Bj L E АР ИЕА лей R 


“095 


ра E ESA, ЗЕЙ . 
aG) а(х) e а„бх) y 
АСА) =A (x)= аһ (xw) @„(ху)у а, (х) | 
a (x) 85.08) O 9,0) 

| (3-12) 
зв ЖАХ) Ану о 
显然 ， 此 导数 也 可 以 用 数学 分 析 中 数量 函数 的 导数 定义 
| кж X, 即 


< Аба) = AG +A - — A(x) 


Ax 


— lim 1 a,1(X+ AX) — a, , (x) 


ди m x n 


ШОКЕ X, ТЭСТ Е НЕ 
运算 法 则 。 

BERERA (х) 与 B(x) 是 可 微 的 ， 则 有 

法 则 1 4(x) 十 B(x) 也 是 可 微 的 ， 且 满足 … 


d d d 
аҳСА 0 +В(х)) = gA На В(х) 


(3-13) 
Жї? 

КОО =k š AGO (3-14) 

Жр К {ЕТЖ ҖЕ 

— fix His кан, 则 有 

EAI 7 5 (таз) 
| d | Е а | | 7 | 
R RAOK РАС) (3-16) 


е 70 е 


以 上 两 个 法 则 请 读者 自己 证 明 。 
ACOB нн, Н. 
d d 
人 CACx)B(x) =|& - ACX) lpex) + A(x) ax B) 


| 
(3—17) 
证 明 ”由 导数 定义 ， 有 А 
Alx HAX B(x +Ах) = ACXI BX) 


d | 


lim | Ax + Ax) B(x + Ах) ~ А(х)В(х-„ Ax) 


= Agn 


| Ах 
ABX LA) —. A(x)B(x) 
Ax 


. A(x 二 Ax) — A(x) 
= lim Ах 


В(х-- Ах) + lim A(x) 
А х + 0 


В(х+Ах) – B(x) | d 
ТАХ а ах Аб 
证 毕 。 | 
这 个 公式 可 以 推广 到 有 限 个 函数 怎 阵 的 乘积 。 即 


d d 
45СА; О) А, (x) | 25 A.G) д ... A. (x) 


d 
B(x)+ A(x) qx В(х) 


+ A. (x) ax AG) A,(x)- A. (x) +5 


| | P 
+ A, (x) А, (х) A n- 12o] ax, (X) 


ЯНА, (х), А, (х), ++, А„(х)й Н, 
注意 ， 上 面 导数 公式 中 的 乘积 次 序 是 不 能 交换 的 。 例 
如 ， 计 算 一 个 函数 和 阵 的 平方 的 导数 : 


d d | 
аА 6х) = ax AG) А (х) 


‚еті ° 


га | а 
= їх A(x) A(x)+ A(x) | ix^) | Caa RE 
d d 
不 能 写成 9 人 A ОО:=2А(х) A) 


只 有 在 fx) 表示 一 个 纯 量 函数 (RIE ВЕ ЕУ. 的 情形 
时 ， 式 中 各 项 的 次 序 才 可 以 交换 。 例 如 


d 
ыо) А‹(х)}==]/ Go AC) +r ЯА) 


а ОИ а. 
СЎХ) А (х) = A(X (х) 十 | 95405) ү 


( (1) Г 求 二 次 型 X7AX 对 变量 ! 的 导数 。 . 
其 中 | Xx (t) | 


x= | А 3 A= Caii J... Ңа==а 
x, (t) 
d dX" d 
# g XX=- (AX) +„ХТ- (АХу . 


ахт ад 全 
一 -下 (AX) + ХТ- qi X+XTA —— 


根据 二 次 型 定义 ， 可 得 


T 
25 САХ) = ХТАТ ч = ХТА 15 


| r ' 
1 x ў А | | 


а 
g;[X АХ 一 2X A 


'. T2 ә 


| 法 则 4 эллан, u= Í (x), 则 有 


ЧАП ООЗ} = < Г. Аси). f’ (x) (3-18) 


d o @ | 
GOIS (х) а Аби) 


` d: | а ` а а | 
证 明 PGO) =4;[ACfG03) 46 Ca AGO 170 


此 法 则 与 数学 分 析 中 复合 函数 求 导 法 则 基本 一 致 。 
法 则 5 EEAO ЗЕТА 1С) ЕТТЙ б, M| 


ку o= -ano ЭА Ру A™ (xX) (3- 19) 


证 明 АА х, 有 
А(х)А- (х) =1 


чна, 
£ (A(x)A 1(x))= &1= 0 ) илен. 
利用 (3-17) Ж, #  . 


а 
-上 A (x) А-у +A À аА 
J | 


а AEAT =! w= 


于 是 


| | | а 
.. 40 让 4:09 一 -| A(x) jaio Е 


d | а 
ФАО) = А | A) 


A`! (x) ， 证 毕 。 


a Të ° 


由 于 《3-12》 式 定义 的 也 .A(%) 仍 然 是 一 个 函数 逢 阵 ， 所 
VETES (i=1, 2, ***› Mg J=1, Zs б n) 二 阶 可 微 


时 ， 也 可 以 定义 函数 矩阵 的 二 阶 导 数 
A! (x+ Ax) – А! (x) 


d° | 
a= AG = А” (x) = Jim Ах 
而 且 ， 对 更 高 阶 导数 也 同样 的 有 
d°“ А“-1› Аху— Am-D х 
Аср А(х) = A (x) = im 多 2: 


此 外 ， 对 于 多 个 目 аан 类 似 的 定 
义 。 例 如 
RAC, Xas Хз» х) =Ça;, (x, X, Хз, X.) Јах | 
Аууу) =| таа, (ухх .. 
k=1, 2, 3, 4 E a 
下 面 再 来 讨论 函数 矩阵 的 积分 问题 。 | 
定义 2 RRIA) =La iCX) mxn ао 在 К 


Eca, b) х1, WERT O + 
|: a,,(x)dx 存 在 ， 我 们 定义 


| a, (XxX) dx | а ax ... | асаах 


[> лоок = анод a n Голода 
$ ' | ` 
| а, (xd | йьХх)ах .. . |a. Qo)... 
称 为 4(x) 在 区 间 5a，b] 上 对 x 的 积分 ， 简 记 为 
b b 
(одах) | а,,бх)ак | | | (3-209 


хи 


ө Ta * 


ЮЖ, WAER 分 也 可 同样 定义 为 
ja да| fa, ax |. 
二 、 纯 量 函 数 关 于 和 矩阵 的 微分 
Ж ОХ А EEX Јни AMX NDERE, 
НЕЧА Єй Pt ра. PD 
0х) =f (Xi Хә 
Xml’ X m29 °... X mn) Г 
则 7(X) 对 矩阵 X 的 导数 有 如 下 定义 : 


定义 3 ， 设 矩阵 改 一 [xi Jnn FARRA ONARE 
xi 可 微 ， 则 定义 1 对 矩阵 羡 的 导数 如 下 


° Xing Хаду X229 "з Хор "3 


‚ of of д] 
Ох, ; ОХ; DX1， |. 
di 1 óf of 
ах ^ ðX 9322 OXzn C3-21) 
oo 
\ д т} OX m2 OX ma 
或 
| | of | 
X т дх;, | 
\ 
[ 例 22 RER 
Хур Xiz 
X = Хәр Kag “**° 
| Хш Хм? 
їп ШЕ 


735 е 


f(X) =x txi +: +h txh tht + ... 
十 Xni 十 Xm 十 *… ‚х2, 


өх, 2% (1= 1: 2, tts тұ j=l, 2, ©, п» 
1? . 


(Xi. Xi e АҖ 


所 以 0) = 2 Хи Жи i б Жз, 一 2X . 


又 因为 有 fOX)=tr(XX')' 
由 此 可 得 出 关于 迹 (trace) 的 一 ERRAR 


d) зуун уе=х (3-22) 
d dtr(XTB1 

(2) am =B" (2% 

(3) —Gtr(X'AX)=(A+AUX (3-24) 


其 中 X=(x, 2..3 B=(b,,),,,s A=[a,, mxm 

证 明 (2) 因为 了 一 [box 是 芝 量 矩阵 ,X 一 [(<;; 3, E 
TEER., HEERE, TA. 

tr(BX)=tr(XTBT) 


1 =] 


= > bixa + > Хы" р, im 


e 78 • 


~) 


d Dé d TRT 
故 x tt(BX)= 4x tr (X 已 ) 


(ba bao с" Вы. 
= р, Daz nes b, = В? 
о. б Dan 


(3) BARRAR EERE, 09 


| tr(XTAX) (У a,x их + (E a,x хихи; 


1 = 1] í = 1 


LOE ахх (Fax ха (ax i12)X22 二: 


і = 1 1 =] t=1 


+E Qua X,2)X, 2 T °° р (ax әх, HOE ах 


í =<1 | 1 = 1 {+} 


' | 3 | ' 


+ ( > @йь;Х; „) Xmn = > > а G; X ihah `: 


t з=] h=1l j=] i=l 


按 定义 3 即 (3-21) 式 ， 有 


d 24 
-gg tr (2 АХ) 


2 (Qi. TQ,1)X,1 У; CHET INEN ... 


i =] ` t-l 


у, (a,, 二 42) Xi y) (а, +a, ‚Хх, | е 
imi i =] | 


> (a mi +а,„)%,; 2 (ay 十 ai xi **. 


£ =1 £ -=j 


Те 


> (а,; +-a,,)x;, 


t =1 


ї =] 


2 (a,, +a, 2)Xin 一 (4 十 4 ) 式 


> (ni Faim) Xin 
证 毕 。 
Ж» 还 可 以 验证 纯 量 区 函数 1(X)、 БОТЕН 
125 ЖЇК И; | 


d df ав N 
d St 2 


人 交换 。 

由 于 商量 是 矩阵 的 特殊 情形 ， 所 以 上 述 定义 对 向 量 也 才 
用 。 因 为 对 向 量 求 导 是 常用 的 ， 故 有 必要 讨论 纯 量 函 数 对 向 
最 的 导数 。 | | 

定义 4 设 j 帮 X) 是 以 1 维 向 量 开 二 [xi，xz，… XiT 的 n 个 
分 量 x; 为 自 变 量 的 可 微 纯 量 峭 数 。 即 

FCX) =f (Xis х,, ` Xa) 
of 


OX, 


A f | | 
df _ ев 
则 — x= P ӧх. | ИН (3 27) 


0 


0х, М 


T8 ө 


F: ZJ ЖШ ИҖА п ИХ, {Л жт i BL, 10 JJ 


df l af) 
| "у= 2l nxl (i=l, 2, `° И) 
CH3 设 a 是 m 维 常 向 量 ，X 为 mn 维 变 向 量 ， 即 
| a, | Ху | 
а = а; ә. Х= ^з | ‚ 
i 1) 

求 线 性 型 

|= Хах, Бох, Б: Бах, 
АЕХА. 


解 ха, 有 sa, W 


а; 
ај а, 
ах = |. | 9 
а 


їз 80 


由 定义 4 可 验证 二 次 型 的 微分 公式 


d | | | 
jy ХТАХ=2АХ | (3-28) 


% 
事实 上 ， 设 


BEa,,=a,, (i j) 由 一 次 型 


X'AX=(> a X ,)x, +5 а,; x, )x, +: . + У) а,:х,)Х, 
903-27) R, 得 | 
‚ 2ауух, 4 (Gi Ta) Kt Еа, Ба, )х, 
df (a, +а,,)х, +2a,,x, 4: Са, +a,,)x, 
dx 和 
(G, Fain? X] + (0, t+ an)X + ` L 2G,,X л / 
а;,==а,,(Їїзє]), 得 


а.х, ах; dG ,X, \ 


a 
Lax +а,,х, --- Ра, ,x п } 
=. БШ X 5 8 5 27 
定义 5 设 m 个 多 元 水 数 
Zi (Xis Xas `. X.) | 
2, (Xis Xag ч» Xa) | f (3-29) 


m (Xis Xap t's Xa) 


ТҮ X2 X "的 偏 导数 都 存在 ， ат | 


X, Z) 
X, 2, 
X = ， $ Z= 
Xa | Z, 
z 


则 (3-29) 式 可 表 为 向 量 的 形 Му 
о 80 э 


OZ, д2, 05, 


ОХ, OX, OXn 
az |8 _0% ‚‚ Oz - 
gy T| OX Ox, 0х, (3-30) 


6z。 длы. 02 
ОХ, OX, OX, 


# ут Е Z(X) 对 n ХИ е а Àm x n Ë 


矩阵 ， 且 第 ; 行 等 于 SA 


C 例 们 ” 求 线性 向 量 函 数 7 一 AX 对 向 量 X 的 导数 。 ， 


其 中 - \ { . j + а ; Р : \ 
Yı a А р | ау ds, s Gin 
Уз Xx | a, Qz, += Azn 
Y = Е 3 X = ” | з А = | 
Ум | х. | а 1 а, „2 ne а „а | 
É ` V ' ` 
解 因为 y; = 51 ajjXjs i=1, 29 .... m 
i= 1 | 
о gf e 


则 | 


5: nye 8 у=/(Х) т ВХ — ЖШ (3-27) 


ж Хоф (3-30) 式 ， 得 到 


ду өч Pt 
ó6x” óxóx, OXIOX, 
d2y Е а | dy ) 9°} i Da 9°} Е 
dX: d СЕ = | OX.0X1 ОХ, 0х,0% n (3-31) 
ә ofi æf 
OXnOX! | OXnOX, OX? 


对 于 任何 可 微 的 , 具有 连续 混合 二 阶 偏 导数 的 多 元 函数 J(X) 


7, EE (3-31) 是 对 称 的 。 


е 82 • 


我 们 研究 多 元 函数 的 二 阶 Taylor 展 开 式 时 ， 常 用 这 样 的 


y=f(x) 
其 中 fy 
Х= | x, 
Х n 
由 于 
al 
OX, | 
ау |2 
qe д» | 对 于 多 元 函数 7 一 1(X) 在 成  。 
of 
ë, 
xi 
x° | 
X= | .| 的 二 阶 Taylor 展 开 式 ， 可 以 
x? | 
写 为 ， 
1 CK, AX) I Ца, | ax 
Шш O. dX ° X-X. | 
d | 
+1саху туа 700 | AX toa (3-32) 
» 93 ~ 


АФЖ Z 


726 JÚ ЫЧ А ЖУ SL BJ Ж mt [n] Et. ç ' 
对 上 述 (3-32) 式 ,可 用 来 讨论 多 元 函数 极 值 的 充分 条 件 。 
因为 多 元 函数 1(X) 在 点 XX 取得 极 值 的 必 焉 条 件 是 向 量 


d 
qx Ј СХ) М == () 
вр 
of == () G=], 2, 9 п) 
ОХ; к ах 0 


至 于 在 NX E 藻 取得 极 值 ， 是 极 大 值 或 极 小 值 ， 就 可 
以 从 公式 (3-32) 来 确定 。 由 于 (3-32) 式 中 第 二 项 


700 у | АХ =0, Fir ИХ) АХЖ 极 大 值 或 


BL ЛУ 取决 于 第 三 项 。 若 对 任意 的 AX 头 0， 都 有 六 (4X Jr 


”为 正定 ， 则 A 
Хо ХФ, '-“ `. 


. d: . d° i 
X gyf s ‚АХ2°, W-K) 


Х ~ 


= 帮 上 AXK) 一 KXo)>0， 函 数 fCX) 在 点 X 必 取得 极 小 值 。 


反之 , 若 对 任意 的 AX 坟 0, 都 有 工 (4X)7x IO |, AX 


<0， 即 了-f(X) ҖЕ; 则 Af <0, RSX) 在 点 
X, 必 取得 极 大 值 ， 这 就 是 函数 f(X) 在 点 X。 具 有 极 值 的 充分 
о 84 o 


Re Ë 
本 节 所 述 结 метанли зуе, эин: тали 
控制 中 部 有 重要 应 用 。 


第 三 节 向 量 和 矩阵 的 范 A 


ТҮРТ (погт) 
реи 或 RR 中 的 向 量 长 度 概念 而 
产生 的 。 范 数 最 简单 的 例子 是 绝对 值 函数 ， 它 表示 一 个 数 到 
原点 的 距离 。 
例如 ， 数 E 的 绝对 值 |& | 可 用 |&| 二 VE 来 定义 ;二 维 
Euclid 空 间 R* 上， 向 量 1 一 (o RRK EIAI, 其 定义 为 ， 
[9 三 V+ 
显然 | 串 是 点 9 C, n) 到 原点 的 距离 ， 表 示 了 向 量 7 的 大 
小 。 该 量具 有 和 实数 及 复数 的 模 相 似 的 性 质 。 即 只 有 … | 
(1) #773208, 1911220, 4n=0k}, m= 
(2) ljHanli= ajj|n], СЕЖЕ, x 
(3) 对 于 两 个 向 量 n，E 存 在 下 列 关系 ， ，. 
|3 十 引 委 | 十 1 《三 角 不 等 式 ) 
对 于 一 般 的 线性 空间 ， 如 何 来 定义 “长 度 ?? 这 就 引进 了 
比 长 度 更 加 广泛 的 概念 一 一 范 数 (norm), | 
定义 1 设 V 是 数 域 F 上 的 一 个 线性 空 8), ХСУ 是 任意 


一 个 向 量 ，X 对 应 一 个 满足 下 列 条 件 的 非 负 实 值 函数 |X|。 


(1) 34X=0BF, J|X]|220, 34X=08, |x|=0 
(2) l|laX| =]=el] XH， 其 中 a EF， 
(3) |X+Y| =I X| +IIYIl, HPX, YEV 

П ХУУ J 8RX6 358. 
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根据 定义 容易 推出 向 量 范 数 的 一 些 基本 性 质 ， 

ER 零 向 量 的 范 数 是 零 。 即 ol=0 

性 质 2 ”对 任意 XEV， 有 |—X| =I 

{йз X 08, 有 | ixi |=: 

性 质 4 对 任意 X，YEY， 有 | Xi 一 iY| < [Х—Ү; 


证 明 由 定义 1 中 的 条 件 (3)， 有 
IX|=lIX—Y+YI|=|X—Yi + ҮП 


从 而 РСР !! YI 

又 根据 性 质 ?， 有 | 
ИЕЫ 16480 

则 – |У 1—1 

а 


[ 例 1] 68° F, AEE, 8, < 的 长 度 是 R .上 
向量 E 的 一 种 范 数 。 

证 明 只 须 验 证 es 满足 函数 的 三 个 条 件 即 可 。 

(1) 和 (2) 亚 然 成 立 。 只 验证 (3)， 即 


证 明 有 | 
15+ 1 «А УХ 
“因为 é+n= (Etn, ét E+N) 


er eo ep 


于 是 有 |ё+1= и (Š +) T(2, TT, T (Š + TD 
而 Ele Z EEFE tE, j| = ZW: +Y +0 
由 于 对 一 切实 数 E, 和 ?9 Gi=1, 2, 3) 有 , i 
(М (Š, 70240, 7024 CEH)? 
=(Š+ T), HC E +n) + (Š, + ñ) 


e $6 • 


КУНЕ ARES (Š, ,, £, ), N= (Th, Aas 13) 了 


X 1л Wasa 


Пу Мм < >т 


lll 


== 515,24 E H E h H EM +5) +n + 1: +" 
ХЕ > 
< п) =, +Š, h TŠ th K (Š, PLIE т 
得 到 | 
lEt 1 = EPHE 1) + In <l +211511 (л + | nl 
| =(|&]| + 11° 
Д 12+ 11 EA a 
ш 151 =. ЖЕБЕ 是 R* 上 向 最 6 的 一 种 范 数 ， 
[ 例 2] 在 Rs 上 还 可 以 定义 另 一 种 范 数 ， 如 对 子 向 量 & 
=(8,,,,6,) ‚16| =max [ё, |, "еве но = 


条 件 。 
证 明 (1) 425-081, 有 | 引 | 一 maxl г> l$; 1>езг= =0 


2). 对 任意 实数 有 - 

а&ё==(аЁ\, аё, eË), W| 

lag = max laé, |= lal таах] 4, |] = Jal 161 

(3) XEEN 82 = (sb б» б) > NS Nis 1 tk) { 
ЖА +] <max A +max 1] 

ЕРЕЕН 
ik к lelara Eb i=b 2, s ] men s жя киы 
的 一 种 范 数 。 

Е ЯЯ Е, а ТОЕ ВАН, 

RERNE H 使 用 的 m 维 空间 R" 上 的 三 种 范 数 % 


I llëll, = x 12, | | {35-33) 


айлан qam. Е 
$7 * 


W мон, апе 1129 
当 E 一 0 时 ， т ||, =0, 
(2) 对 任意 gE R， 有 | 
С һе > CASE х £, 1=} ol 11 
(з) FERRARS, NER, 有 
нъ 2 > E+N <E qE. + 


e` я 


划 ечи «П, el 
бк ПЕП, Ж" LARES- Em. Т-р 
л lel,=v E tE ttii (3-34) 


相当 于 在 R" 上 取 内 积 为 (2, т) = Ds. mi 时 的 长度 。 和 #11 


证 法 一 样 ， el, 满 足 定义 1 中 的 三 个 条 件 。 

故 NEN tE ÆRE A EER — “种 范 数 。 称 为 2- 范 数 。 
WN ||. == max| š, | | (3-35) ` 

也 和 例 2 证 法 一 样 ，| 引 < 满足 定义 1 中 的 三 个 条 件 。 

故 ПЕЙ ЖЕ" ЕА ЕА Я оо. 
k'aku Ба. 11811. яр F ЯНЕ Ж ЯУ. 


HR = Быр 5 1<р<оо (3-36) 


РРТС 上 式 都 满足 定义 1 中 的 三 个 条 件 (读者 自 
Ш). E 

对 于 R" 中 这 样 的 范 数 简称 为 p- 范 数 

~ 8£ + 


p= |, 1211, = 1211,3 

当 了 一 2 时 ， fEl = 1111, 

当 p 一 co 时 ,，、 有 Wel 一 上 5,， Ehlimllél,= 1615 
ЖЯ Ка EAA F: 


lle, = (也 £l)’, 2—0 


Ў 


Е B |> 1& , ts „ЛЬ mM le, 1980, ^ 
IJ Ik- = max |2, = = | Sa | x . 


| . 1 А бүр; олу 
х él (Pls pr т =u 1245): | 


由 于 [Ea PS DIE риа P, 


1 


maranak: 


所 以 та (жи. pfen a 
ПП lim п> ==1 , | 
д ит] i= lelle 
此 外 ， 在 其 它 线 性 空 вяр анана, 


例如 ， 在 有 限 闭 区 间 [to，。t] 上 定义 的 连 续 实 函数 的 全 
体 构 成 R 上 的 向 量 空间 。 可 定义 - 


ШЫ А 
ú 


= |, ишга, 1<p<% | Кул 


їЛ-= шах |f! 


иен, у] 


FFP Iia Mil йж т хин 的 三 个 条 件 〈 读 者 自 
证 》。 
由 于 在 有 限 维 线性 空间 上 范 数 的 种 数 有 无 穷 多 ， 而 这 些 
范 数 之 间 有 重要 的 关系 。 | | 
定理 1 有 限 维 线性 空间 上 的 不 同 范 数 是 等 价 的 。 即 是 ; 
对 任何 有 限 维 线性 空间 Y 上 所 定义 的 任意 两 种 范 数 |X||。 
上 都 存在 两 个 与 天 无 关 的 正常 数 ci 和 ca， 使 
Х.е Х.е, Х|, (3-38) 
(对 所 有 XEY 满 足 (3-38) 式 的 两 种 范 数 称 为 是 等 价 的 )。 
证 阴 6 设 V 是 n 维 线性 空间 ， е, е, =, е. V 的 一 组 
基底 。 于 是 ， 对 任意 向 量 XEV， 有 
| X =X, + x,ë, + °° +x,e,, 
定义 | 
[Xle =V xt txit 
显然 它 满足 定义 1 中 的 三 个 条 件 ， 所 以 它 是 一 种 范 数 。 又 因 
Х|, = [х,е, хе, +. +x,e,ll, 


可 定义 [XSP (х, xx) 
可 以 证 明 9(xu X, °°, Xa) 是 (х,, Xag ©, х.) 的 连续 EK 
数 。 | | 


”为 此 ， 设 另 一 个 向 量 X' CV, Җ 
X’ =x, e AX C+ 二 Xe, 
于 是 IX =p (х,, х,, ++) | 
则 [gp (х\, Xas ++, х.) —Фф(х,, Xay ха) 一 | || X ||, 
— [Х|], |<[|Х/ —X||, = (x; —х,) е, + (х. —x,)e, 十 … 
+ ESK Eala S] x; —ж, Ше. xs —x lla, ++ pea 
一 x llel Же. G=1,2,--.n,) 383838, ВШ, ЫХ, 
ЖЯ, Ф(х\, ху, +, X) 就 充分 接近 四 (xi Xas 
a 9@ ° 


ө, х,), ф(х, Xa ++, X,) 是 连续 函数 。 
ДЕ АСЕЛЯ, "АПЫ p (х, x, +, х„){Е 

有 " ~ 闭 集 

2 十 2 二 二 一 1 (3-39) 

上 (有 即 Euclid 空 间 R" 的 球面 上 ) ， 存 在 着 最 大 值 M 和 最 小 值 


т 


(3-39) 式 中 的 x, 不 能 全 为 零 ， 所 以 下 >0， 设 


P xs 及 ү=2Х, НП 
Y = “e + e, 4 .十 Te 
则 | Y CV. 而 
X, 2 x, ? | Xn 2 
ROEST 
于 是 ， 在 球面 (3-39) F. # 
| ү m/l Ж... Xn 
0о<т<[Ү|„=еф(2,‚ 2, ..‚ =\<м 
又 因 Y= 2х ， 则 有 
md=< | X|, <Md, E 
m| X|, <|| XI, МХ 
— 1 
Wei =M, с, т? ШЖ 
[Х| „=с,|Х„, Пее, Х|, 
类 似 可 得 
Х| „&а|Х„, JHXI:;=d,|| XII, 
于 是 有 Á 
1х|.<с. ||Х1.<с,2,1Х|, 


ЖЫ 


Поа, ПХ а, 

取 ci =c,d,, ci =de, RIE (3-38) 式 。 
ШАХЕ i YU Шш ТХ Р. :有 еа. 
定理 2 Rpa k= (x, xa Pa +, 收敛 

X= (x, X, сз, х„) RERE: YEE- Bh 范 数 

1-1, гл (хе хрв, 

Вр lim| X“ — XI| =0 
证 明 ”利用 范 数 的 等 价 性 ,只 Ñ 一 种 范 数 作证 明 , 则 任 

意 -一 种 范 数 都 成 立 。 不 芒 到 上 100 
ШЕПТЕ (X) KARN ЖЯ | 
lim p° —X<=->limx,? =x, ((=1, 2, =, п) 


k == Е 


«>т х, са) —Х, = 0<=>lim max] x, (ñ) — xX, |= 0 


тхо —x|=0 | | О 
BUFI {Хө ХП) 收 全 于 零 是 向 AXO 收敛 于 X 的 充 要 条 

=. ЖЕЕ | 

我 们 可 以 把 向 量 范 数 的 概念 扩充 到 矩阵 上 ， 因 为 所 有 
m XI 阶 算 阵 构成 一 个 线性 空间 ， 在 本 质 上 和 mm 维 的 四 量 空 
间 是 蛋 等 的 。 于 是 当 把 一 个 mxn 阶 矩阵 视 为 mn 维 的 向 量 时 ， 
当然 也 可 以 定义 范 数 。 їН®%У Т ЖЕШ ЗЕН, 4 т=п 

定义 2 НЕЬ, п АР 成 的 线性 空间 
F…" 中 ， 规 定 一 个 非 负 实 值 函数 | Al 如果 对 任意 4，BER' 
满足 下 列 四 个 条 件 ; 

(1) #A=0, WIAD, 3A=08, ИО =0» 

(2) ЖЯ ЖаєР, аА] a] Alis 


ә 9» » 


(3) |А-ЕВ||< [411-4 118|, 
(4) [АВ <А B] 
ЖЇЗ RIERA ПАТОНА ВУ. 
H PER БШ ПИ, AA ЕА" ЕК 量 范 数 。 
从 和 而 可 以 和 癌 量 一 样 证 明 R"* ЫЙЫ ТЕКА) >A 
(Коо) GRIDER 8, | 
[АФ — A||—>0 (K— co) 
由 定义 2 中 (3)， 可 得 ”14 一 Bl 之 | hAl 一 1B1 
这 样 就 说 明了 矩阵 范 数 是 具有 连续 性 的 。 即 可 由 A% 一 >A 
(k— o) ПАФ 1141 (kc) 
辣 向 量 一 样 ， 和 抑 阵 也 可 以 有 各 种 各 样 的 范 数 ， 一 般 党 
和 矩阵 的 范 数 和 问 量 的 范 数 混在 一 起 ， 故 有 必要 考虑 算 阵 向 
量 的 积 。 为 此 ， 引 进 范 数 相 容 的 概念 。 
定义 8 ”如 果 任 意向 量 XE R"， 和 任意 n 阶 矩阵 AE R”, 
对 给 定 的 向 量 范 数 上 Xl 和 和 矩阵 范 数 |4l 满 足 不 等 式 
o AXISA í (40 
MEg АЯП ТА] ABA (Compatible) 。 | 
一 般 地 ， 当 向 量 XE R" 的 范 数 jX| 和 矩阵 АЄК"*" "给 定 
时 ， BSAA TE FE AR EF EREA ERTAN, 
|A| —maxJ AxI (3-4) 


Uh BX a R° 中 范 数 为 1 的 所 有 向 量 的 集 合 . 

根据 向 量 范 数 是 其 分 量 的 连续 函数 这 个 性 质 ， 则 对 每 - 
АЕ БАЖ, (3-41) 式 中 的 最 大 值 都 是 可 以 达到 的 。 即 
是 说 ， 总 可 以 找到 这 样 的 向 量 X0, X= E AX] 
= А], i 


Е | r: | "9, 


下 面 证 明 ， 按 这 样 定 义 的 矩阵 范 数 ， 满 足 定 义 2 中 的 四 . 
个 条 件 及 定义 3 中 的 相 容 条 件 。 x | 
(1) ЖА 50, ШЕ ||XI|=1 的 同 量 X， 使 得 AX 
+0, x 
因此 jHAXI| >o, 
所 以 141 一 max| AX|| >0 | 
#A=0, MAEA |A| = тах |0 Х| ==0 
(2) 由 (3-41) 式 ， 知 
|А = тах|аАХ]] =] al | тах} АХ] 一 | al |А] (G€ F) 


验证 相 容 条 件 ， | 
设 Y 千 0 为 任意 一 个 向 量 ， 则 X= тут Y 满 足 
[х= | 
于 是 |АҮ|= [А СХ) = АХАУ. 
这 就 是 相 容 条 件 。 _ 


(3) 对 矩阵 A 十 B， 总 存在 着 向 量 X。， 且 上 Xo 二 1， 合 
A+B)=| (A+B) Xl | 
于 是 JA+B|=| (4+B) X= || AX,+ BX, | 

= АХ, H BXIS | АЖ + В Х| 

故 — HA+BI|=<I Al + В| 

(4》 对 和 矩阵 4B， 总 存在 着 向 量 X,， HIX, =, | 

使 得 |Ав| = | Авх,] | i 
于 是 |AB|J=|ACBX, SANBX <А] Х, | 
HABI<JAl|BI 证 毕 

因此 按 C3-41) 式 定义 的 答 阵 范 数 ， виа ета: 
ПХ НА) Ў $£ (induced norm), 
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实际 上 ， 当 把 矩阵 看 成 线性 算 子 时 ， 这 伴 的 范 数 有 时 又 
称 为 从 属于 向 量 范 数 {|X| 的 算 子 范 数 。 特 别 是 对 于 4 一 I， 显 
A =. 

现在 我 们 利用 前 面 所 述 的 三 三 种 常用 的 癌 量 范 数 导 出 短路 
范 数 〈 从 属 范 数 或 导出 范 数 ) 。 

定理 3 设 A=[aws] пхпә 则 


‚ IX] = Ух 导出 的 矩阵 范 数 是 ， 


ТА = maxllAX ms > а, | 《3-42) 

称 为 矩阵 的 1- 范 数 〈 即 逢 阵 的 列 网 量 的 1- 范 数 的 最 大 值 )。 
п. X= 0118 G, X) SANE 范 数 是 
JAl= maxlAXh= Rh б-а) 


ЯНА АТАН КЕМИН. 
илини, 
` 111. = тах х, НОЯН се, 


ТА. =max |АХ]„= max у; a] (3-44) 


称 为 矩阵 的 co- 范 数 《〈 即 矩阵 的 行 向 量 的 1- 范 数 的 最 大 值 )。 
证 明 І. us 于 是 | 


[АХ = >: E a, x; |< > > Jal 


j; = 1 j= 1] i= 1 )=1 


=>! "Ela, )< тка У | au Six 
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=шах }, | а; [Х| == max 1 [а,; | 


55-77 181, 2] 一 天时， Elas | 达到 最 大 值 。 令 
) 
X, = (xt, х9, <, х„'®), 
j 
其 中 xj = =Í = (=l, 2, =, n) 
1j=k 
显然 对 这 样 作 的 向 量 X。， 有 ||Xojl, 二 1， 从 而 


[АХ ||, ар у ахи =£ [ | = тах 2; | 
j 1 iel 


于 是 max ТАХ, =max J | a 


х, i 


故 Шу [а,; | 


、 63-41), 有 14 由 一 max ПАХ ||, 
H TATASMOERE, лао — m 
J(X)=XTATAX= (AX)T (AX) >0 
因此 ，4 4 的 ?个 特征 值 每 个 都 大 于 或 等 于 零 。 
设 和 宇和 ,之 … 之 和 ;之 0 是 ATA4 的 n 个 特征 值 ,而 XX1,X,,…， 
X, 是 对 应 于 它们 的 一 组 标准 正 交 特征 向 量 。 则 对 任何 一 个 具 
有 Xl, 二 1 的 向 量 X， 都 可 表示 为 : 
Х=а, X +a,X,+--+a,X, 
于 是 (X, X)=at-+aol+- фаз =1 
X ПАХ = (АХ, AX) = (X, АТАХ) “~ 
=(a,X,+a,X,+---+a,X,)1(A,a X, +A,a,X,---... + Aa, X.) 
一 人 047 Аа: ++ Aah, Ca? -Ha 十 … 二 a2) 
=À; 
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тА BX=X,, # 
|АХ, |2 = (AX,, АХ,у=<(Х,, ATAX,)=(X,, А,Х,) 
=À, 
故 ПА! =тах|АХ||, = 
(Хот 


H. жХ„==1, 
于 是 
ПАХ 


т п 
„== тах | 27a, x | 和 maxy a xi | 
і _ ! 


J >= 1 ! l 


<тах у, ja,; max |x == тах у; а, ИХ. 
1 i. 1 J í р d 
=max 2 |a,; , 
Í jal 
. R 
因此 max | AX||. <max У |а, , | 
КЕРЕ 


1 ial 


为 了 证 明 тах |AX|.—max X |a] 


PA EBI ЫХ,, 使 得 
| Хә || =1 向 


АХ» = тах >, la, | | EH n, 


j= 1 


为 此 ， 设 当 i=K 时 ， 宛 la,j | 达到 最 大 值 ， 即 


. J=1 


В п 
max 2, la, |= 51а, | 
t J=1 } == 1 


取向 量 X, 的 第 j 个 分 量 xj 如 下 ， 
е 97 е 


ea 当 a, 08 


1 洒 2 一 0 时 
显然 有 | 和 | =], 


міз К |) a x, | < > a, | x P Уаз. 
i=l 


jæ] 


<lao| 


п | п 
和 而 | у; q, x ”| 一 У; а, | 
i= 1 = 1 | 


于 是 max |] a, =E а, =каху) la, ; | 


M ТАХ, 1. =max Lax” =max У) |а,, 


i = 1 = і 


故 HAN =max|AX|-—max У; | a, ПЕРЕ, 


| = 1 


此 外 ， 若 把 矩阵 4 看 着 品 量 空间 F"*" 中 的 向 BE 0, hr 

量 的 2- 范 数 ， 可 以 引进 一 种 常用 的 矩阵 范 数 。 
定义 4 Ww JE Ёк А=[0,,],,„» a, ЄК CRO) ， 则 定义 
Ке» У а, ; |° y | (3—45) 


i=] )=1 


№ ЖЕтобеп1ц5ўр Ж, 01E] elro КИДЕ 
(1) #Азе0,‚* Ш|[А[|к`>0; 
(2) aA e =| al |All CER (RCO); 
(3) HlA+B| S]A r +]Blir, 
现在 楼 证 明 
(4) ПАВ|.< [А5181 
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对 任意 AER"* GRC) 和 XER"， 设 4 是 按 行 分 抉 
ВЈ, ED 
AT=(a, G, +, а„), 则 
(ат, ху ^ |  . 
(а,ї, X) 


AX = 


ат, Х)) 
其 中 = (х, Xp), ©, хз 
(a,T ‚ X) =úd, X +a; Xa + ... +a, „Хи 


HARREI Ж 
| a", X) I< 1а, 1,11, (Cauchy—Schwarz 不 等 式 ) 


因此 [Ах = > ат, ху (1а, IPE 
-|All ПЖ | 


m ПАХІ, ШАЙХ. — | (3-46) 
又 设 BEF"**， 且 B 是 按 列 分 块 ， 8 = Ebi, b p39 a Da 
ШЖ | АВ||к*==|сАЬ,, Ab, ++, АБ. |15" = хм; 


< > | Ай, ЇЇ» = А1 > ъл [А [ғ 181 
в [AB] <| АРВ 
H (3—46) 2%, ЕЕЗ Alz 与 向 量 范 数 |， h 
容 的 。 
第 四 节 TEELEN E = 
AZERIA Zata Apna pHa, REC 


(一 1,2，…;,K)， 可 定义 4 阶 和 矩阵 4 的 多 项 式 : 
f(A)=a,I+a,A +0, A? J- +a, А* 
TEE BE AB ЫШ, J Ma RE ВЖК 
定义 和 矩阵 函数 的 途径 有 好 几 种 。 例 如 ， 对 任意 єс 绝 
незнае 


Ah 
-5 Г сов у) (— Жез 


АЗЁ*! 
ап =) (-1 вту ^ | 
1 N k Ah+1 | | А Х .. 
вано (ерт <i 


相应 地 ， ПЕ S HE RE pq 224, cosA, sinA ln (I+ A) 为 
下 列 绝 对 收敛 的 矩阵 署 级 数 之 和 


| ~ AP 2 k 42k | 
e4= у, — cosA = Ў) (一 ] ) -一 一 一 一 一 
УК Ов 
. бс; 28. h 2R+1 
| k ДЕТІ Е 


па+д= £ (—1) k Ll 


TERNES E MERKEEN, HAL 
хар] ВЕРАН А ЕЛ. FERE R A AI MAIRS Zo 
"F ЖЖ ИИ IEEE EK IEE Ty ha БУД BERRE 
制 理论 的 基础 。 О 

一 、 和 矩阵 函数 的 概念 

定义 1 设 n 阶 答 阵 A 的 最 小 多 项 式 为 

Pa lA) = CAAA A) A 
其 中 加 4,，…:，4, 是 A 的 相 异 特征 值 。f( 科 为 已 知 的 任意 解 


` é fos 


HRR, 若 存 在 多 项 式 E(4)， 使 得 8E(1) 和 jf() 在 矩阵 4 上 的 
谱 值 相同 (或 者 是 在 4 的 谱 上 一 致 ) ， 即 有 

Papag a) ITb 2, vs Í 

L=0, 1, 2, =, m;i—1 

则 定义 КА) =A) — ` | (з-47) 
ЖГ СА) ЕРЕ АФ, Б 

%@ Ж, хр Y BU Mi ВИ, MIAE XZ 项 式 时 ， 就 和 

章 第 三 节 中 的 定理 5 一 致 。 

根据 定义 1， 可 以 求 出 矩阵 范 数 1(A4)， 并 且 可 用 CAD 32 
计算 4"， 令 f(A4A)=A" 即 可 。 | 

(11 设 

AÁ, 10 0 0 
4_|0 1… 0 


00 0 … А, 1 
| 00 0 - O À, („ҳа 

1(4) 为 任意 解析 函数 ， 求 1(A)。 
Ш “因为 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 为 

PD р = hy) 
ATIO ЕНА EREDA), AD +, ТОЗО САО 
按 定 义 1 要 找 一 个 多 项 式 g(4)， 使 得 | 

&'®(А,у=]'#®(А,), k=0, 1, 2, +, п—1 
Вр Ев (A) 与 1(4) 在 矩阵 A 上 的 庶 值 相同 。 因此 g(4) 必 定 是 4 的 
nn 一 1 次 多 项 式 。 
设 8A) =a Ha, (AAi) Һа, (0А) 9, (АА 
由 gA D=) 得 a=/G i) | 


QAD=F (4) 得 a= 


| 


{п—1 
.(n- 1) —_ £(n—I) ГА. — Л (А, ) 
5 (4,)=1 (А) Å] G a-i — CE 一 TD 


则 EDADE DQ SETH AD a- aH 


{n-1) f .. 
“аср 4" 


于 是 KASAHHI ANMA- 10 A- 5,1)? 


fOe-D A ) 
€“. А – А INn— 1 


其 中 010....0 0: 
001 00 
A =A =l ..... КОКЕ 
000 -=- 0 1 
000... 0 0 
故 4 的 矩阵 函数 


papaa 


|. 102+. | | | OU, 


] 


I fír- 1 СА, \ 


-一 一 -一 — 


__ Je? (А, ) 


1 
........ ве SE S r... 
1 


/ 1 14 АЧГ А 
10) ЛА) =) се ссу 
А) = x | l 
О f) fO) Ui 
0 0 0 
0 0 0 
[ 例 2] i2 
1 -1 
A= | 1 | 
计算 人 
BO 10/03) =, gJpef(A)= A 
因为 4 的 特征 多 项 式 ， 
| —1 1 
0(A)= M- A |= | 4 5—1 =@-®@+ 
X D.(A)=1, 则 4 的 最 小 多 项 式 为 
p (A) = D0 =(А— 3) +) 


从 而 ， 邻 8) 一 Go 十 Qi | 
H FARI IEA =3, А = — 1, 
于 是 由 定义 1， 有 


&(3)==](3), 得 а, 4- 3а, = 329 
8(-1)=/(-1), 得 а= a, =( - 1)” 

解 上 方程 组 ， 得 | 
a =t 一- , а, = 3 tà 


-403 = | 


_. 20 20 i 
H) 8g(4) 一 一 +: А, 


故 ЛА) = —Ae=s(A)= Tl 13-21 
r 20 
33 Ó | | 
== 十 一 
| 20 À 一 4 
о 03 | 
| 4 | 


[ 例 3j Е. Я] a=] 


ЕЗ; sint A-+cos A=] I 
Ж w f(A) =sin*h + cos', 
由 例 2 知 和 4 的 最 小 \ 多 项 式 为 ; 


Pnl A) 一 (À — —3)(^+1), ARTES ME ІН KWA, = 3, А :一 一 ]， 


于 是 ， 得 到 


1(3)=sin’ 3+cos23 =1 


=n =н) ов (0) 


& (№) =а, +а,№, 


H (3) =1(3), í ta + 30 =1 
g(—1)=f(—1) a Na =1 

解 上 方程 组 ， 得 a;=1, a,=0 

И] &(A) 一 1， 

故 1(A)=sin’A+cosA=g(A)=I 
此 公式 与 普通 三 角 公 式 一 致 。 

同 理 可 证  e4e-4 = 


HERE, EUEN FAIN. 


[ 例 4] Ú 
* 104 ° 


2 | 4 
А=|0 2 O| 


0 3 Е 
计算 e4+ 和 cosAt | | 
Ж ”因为 4 的 特征 多 项 式 为 
|%—2 -1 -4| 


ФА) =] А |=) 0 A-2 0 =(X—2):(A—1) 
10-3 А-1 | 
而 Ю,(\у=1, 则 4 的 最 小 多 项 式 
ө) 90) aran 
БКА) =е“, 


gA) == а,(+) +а, (t)ÀK +a, (EAP, 
由 定义 1， 得 方程 组 ， 
a(t) +2a,(t) + 4a,(t)=e*' 
а (0) +40, (0) =ч 
a (ta (0) ка (t)=e 
Z, 158 a(t)=4e!t—3e*t 21е? 
4100) = – де" 4027—3100 
900) еее | 
则 8%) = (4е'—3е%'-Ь2е°'у-(--4е! Fetge jA 
+(e! —e?! tett k, | 
# [(А)=е4'==в( А) = =( 46t Зе? +- 2ге? уї-„( —4e*. pde” 
Бол е?' те?) А? | | 


，12e :一 12e 13ге?! ee 二 de 
== 0 ü ez: О | 0 
0 = 3e' L 3e*! e! 
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再 设 f(ÀA)=coskt, ША 1, JEA 
a,(t)+2a,(t)-+- 4a,(t)=cos2t 
a,(t)+ a,(t)= --tsin2t 
a(t)+a(t)+a,(t)=cost 
解 之 ， 得 
a,(t) = 4cost — 2cos2t - 2tsin2t 
а (1) == — 4cost + 4cos2t + 3tsin2# 
a,(t)=cost ~ cos2t — tsin2t . 
故 f(A)=cosAt=g(A)=(4cost – 3cos2t ~ 2tsin2t)1 
+ 一 4cost--cos2t+3tsin2t)A -+ (cost ~ cos2t 一 tsin2t)A° 


соѕ21 12cost-— 12с0521— 13tsin2t ~ 40057-4 4còs2f 
= 0 со52{[{ 0. 
0 — 3cost + 3cos2t ` | = cost 


ОШ. ERRER 
性 质 1 АЛА) пр, Вр 

A1(A)=1(4)A (3-48) 
性 质 2 ”函数 和 ( 积 ) 的 和 矩阵 函数 等 于 矩阵 函数 的 和 ( 积 )。 


Ep g 
(F+ CA) =f CA) CA) = (3-49) 
(fifa) (A) =f CB) f(A) 5 (3-50) 
R3 ” 若 A4 和 B 相 似 ， 则 (44) 和 f(B) 信 相似 。 巍 
B=P-1AP==> f(B)=P-'f(A)P ` (3-51) 
性 质 4 若 A4 是 对 角 分 块 矩 了 泗 ， 则 (A) 亦 为 对 角 TRE 
RE. HH i x 
Е А, 
А=А ФА. ФА, =| A 
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=> /(А)=/(А,) +СА,) L... +f(A,) 


A | 
ЈСА,) 
性 质 5 若 矩 阵 4 的 约 当 标 准 形 为 
À, 1 | 
À, 1 | 
А А 
М _ 
J| — A, 1 
; A1 
| Ө, 
| Az (тъ 0х Ст + 1) 
(3—53 
к (3—54) 
其 中 1(7)= = o Dj | 
”这 里 
О). JERA 
f(A,) 11 °° (m = 171 
se .. J-P (A) ú 
FO.) s.. (т-2)! i=l, 2 
== "ee F 
f(A) 
11 
]ОМ;) 


证 明 性 质 1 和 性 质 2， 若 f 是 多 项 式 ， 显 然 (3- 48) 式 ， 
(3-49) 式 及 (3-50) 式 均 成 立 。 А баке 
车 为 解析 函数 时 ， 根据 定义 1， BIA) =l 
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式 )， 则 (3-48) 式 ，(〈3-49) 式 及 (3-50) 式 亦 均 成 立 。 

性 质 3 因为 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 ( 见 第 二 章 习 
题 4(1))， 则 A 和 B 有 相同 的 最 小 多 项 式 pa(X)， 从 而 1(%) 在 
impe AMB Е ВЕ SAHE, АКИКА) ЖАВ 
ERAS ЛИД Е(М), МУСА) =6(А), СВ) =е(В), 
[B а(А) ~ (В), (В) =Р-а(А)Р (8 p ERE 
多 项 式 的 性 质 2》 ， 
故 J(B)=P-'J(A)P E 
(AJIB) EE Eo 

4 妈 4 的 最 小 多 项 式 为 

PaA (А-А) (АА) А-А, )"", 
RE АЛСА) ША БЛОТ АТ 27 0 28А), 
& Е(А) =а, +a, -+a,kM -H фа Am 1. 
其 中 m = Ут | 


{ = 1 


而 КА) =g(A) =a I+a A+a, A+. фа, А"! 


C“ a А, 
a. a A, 
a, / ` | a А; , 
š | . q ,- A: 
aA’ о a AF7? | 
+ 、 十 十 ` 
\ а, А? ШУ a,- A" -1 
g(A,) | 
g(A,) 


Seo 69 ua +&(А, ) 


g(A,) | 
LASOE А, А. +. ALIY 值 相 同 ， 
由 | JCA =86(А,), КА;) =8( 4) ө, 1(4,)=g(A,), 


• 08 * 


% КА) | 
КА) = КА) | 

| . KAD) 

=](А,) +КА,) + + [СА,) 


性 质 5， 由 性质 3， 人 性 质 4 及 例 1 很 容易 证 明 。 
9; 性 质 5 可 以 推广 到 A 的 约 当 标准 形 为 ， 


J, \ 
J, hE ТА 
J = ` | 的 情形 。 
J, nxn x 
J, = 2 | У m, =n 
| | ` | w 


j=l, 2, ӨӨ, @, 
ДІ А) =Pf(J)P ~! 


其 中 (fO) I) 
o= ` | 
x Ї(Ј,) 


Деу, 
(1, )= | 人 


f x" 


Iin) L. | 
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| | firi PA) 
f(A) ] gow (nj 1) 
(y fe 5 (kO 


7.0 = N. N G= 


]J=1,2,*: G, 

H Jr sk gt 3] Y Жк Yr ЕП ИЕТ) ЯН Е Ий 2k BJ 25 TE: 

5 — J, ЖШ ЕШ Ану) ЛЕЙ Е E АЕР, 

第 二 步 ; 在 化 XI - 4 为 标准 形 的 过 程 中 ， REKKENT, 
得 到 A 的 最 小 多 项 式 : | 


pA 00) = у-уу SOAM) (AA) (AA) =s) 


第 三 步 ， 求 出 1(1) 在 人 上 的 谱 值 : 

FAD, F QA), s FOP ADs JQ, F О), ` 
fD (Ау, се, FAD, F ОШ, s PP ADs 

第 四 步 ， 写 出 7) | 

第 五 步 ， 计 算出 Pf(J)P-!， 即 得 

1 СА) 一 P1CDP-: 

СБ) ik DE 


2 0 0 
A= 1 1 1. 
1—1 3 


求 矩阵 函数 42%，e4 及 sinA。 Е 
解 ” 先 把 4 化 成 Jordan 标 准 形 J， 并 求 出 变换 ЕР, H 
s 10 e 


1 一 2 0 0 
11 一 4 一 | 一 1 4 一 1 -1 
| -1 1 4—3 


TA, APIE EEA АШ ИНИТ 子 。 
即 | 
р\(Ау:=1, 
Р, (А) =А— 2 
D, (А) = (A— 2)° 
于 是 得 好 一 4 的 不 变 因 子 
d, (À) =D, (4) ==] 


_ 0,0%) 
5 | 
d, (А) = рыз == (4—9)? 


则 X41 一 A 的 标准 形 (5$тиһф Ж) Ж: 


] | | | 
| (4 一 2) 


БЕД Ф„(йу=-уу = a — 2 


由 于 条 一 A 的 初等 因子 为 4 一 2，(4 一 2)”， 得 


| 2 
я 
В Р-:АР=Ј, Ж АР= PJsR Hi 38 ЮЕ 
е 


再 计 算 1(J)， 由 公式 (3-54), 14 
| . 0 а? 
2 | е 

2” 20х2'#*|, е! 


] Л) = J Él -~ | 
| | 22% 


| 
— 
cO 
bw 
Ф 
kw 


sin? 
sinj = | sin? cos? 


sin? 
义 由 公式 (2-53) a, BICA) =Ру(Ј)Р-!, 得 


(101 [2 0 0 ШЕ 


420 一 PJ2oP-! 一 1 10 9 2% 20x2 0 0 1 
0101210 0 2% l —1 1 
22 — 0 о ү 

_| 20x2 20—20x2 20х29 | 


| | 
20 219 一 20X21 о фору әтә 
10 уе 0 00 1 —1 
ыы 1 Д f е е? o 0 | ' 


010/0 0 e/\i —I1 1 
е? 0 ` O` 1 0 ON 
-|= 0 e? =e 1 0 1 
Ае? — e? Je? / \] —] 2 


ѕіл А = РѕіпЈР-! 
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i 0 i\/sin 0 0 (9 lJ —1 
| | | | 
0! 


=|] 1 0 51іп2 cos2 10 0 1 | 
0 1 0 0 sin2 1, — 1 1 
| 5102 O 0 
= cos2 sSin2—cos2 COS2 
соз? —cos2 sin? 十 COS2 


=. ERARE A УЖА, 
GQ ВЕЖ ЕЛАТА, ЯА). 小 多 项 式 为 ， 
pn (À) = A =A)” (A —À,)™ eee (A — A, | 


à 


& g(A)=a 十 aa 下 十 (к= Em, —1 л) 


t = 1 
使 得 (А, ) 一 g ср (А, ) G=], 2, tta S; 1-0, 1, 2, 
ap ..., т,—1) 


О) =a, +a аА aA 
| J’ (А,) = 8, + 24,4, + Кал 
fee а) =, (t —1)1 +a, M! A -pee 
| | К 

| | ——A_À, k- (mi-l 
| Fu kim FDI > 


Ї(А,) =a, +a As +9,А: + Бад? 
f (А) =а +2a;À + HERA 


Jun 70 (А,) =a, ~] (m, —1)] Fan M! Aste 


05 (m, 一 1? 


K! 
+a сњ + 1 р" 
解 上 方程 组 ， Ж Ha, a), "+ . riko 显然 ,Qi EI), 六 CD, "ty 
e 113 o 


[тез (Ау, e PAD, F GQ, s, РОСА) RIER 
数 ， 甚 系数 是 人 ,的 函数 。 把 0 (10, 1, 2, +, К) RESA, 
得 到 
&(А)=2\1 AD 十 Z 7 AD He БЕ, (А) 
+з -+27,1](5,)-+Е27„,]/' AH Zens f "~ (4,) 


其 中 Е 

211; Zins +, Ды ` Zsis 229 °... Дм; Жр Az À, A, 
的 函数 。 | и 
故 得 矩阵 函数 的 基本 公式 : 


JfCA)=g(A)=Z,CA)f( AO TL A (А) 4 
HZ САУ "ТОКА ++ 2, (АУМА) +Z, CA (A. + 
+Z.,, (Af ОСА) | (3-55) 
其 中 2Z, НАС, ЫШ О). Н T AB) ЯП 
70 Ж А EEI, РСА), +, fee D СА) р + 
FAD, F GAD. +з, РОСА) ЦЕ), AIA Ж 
成 (3-55) в 唯一 的 。 又 因为 Z, ,与 1(4) 无 >, 
Вр ЕЈС ТАЕ ТВА, 2,0 Е — 确定 的 。 故 可 
取 一 些 特殊 的 光 数 (4)，f,(4)，…， 以 便 求 出 Z;; 来 。 

公式 (3-55) 在 系统 理论 中 应 用 是 非常 方便 的 。 

cHe) WAA 


' 4 
其 中 A= 4 Bs 


R ” 设 帮 1) 一 40%%， 因 为 4 的 最 小 多 项 式 为 ; 

Pali (A | 

由 《3-55) 式 ， 得 1]\4)=2,(А)](1)-+Е2,(4А›)]' (1) (3-56) 
由 于 QZ，2: 与 1 无 关 ， 故 可 有 取 

fiCA)=1, f СА) =0 
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fa(À) =A —1, fC(1)=0, fi(4)=1 
RA (3-55) R, 4 | 
ї=7,(А) 
\А—1=7,(А) 


于 是 | | l 
КА) = 1+7 ANA- 因为 
O a=, 得， 
f(1) =1, 7 (1)=100 
ЎСА) = А!99-=1-6100(А—1) =100А —991 
401 一 4001 
=| а ~ 399 | | 


1, ЕРЕЕН БДТ 

А17, ЖЖЖ — ir rh БТ ШИЕ PE 2 Ж JER, ан DE 
ЖЕ ЕСЕ ЭТЭН БЕ ЖЕТЕ ЛП ТЕЗЕ Н F Ар R ШЕ ЖП. Mi Н 
[&: k 305 W ВА БАТ УХ, HR ПИ ЕШ ДЕ 
续 阐 明 一 些 基 本 概念 及 性 质 。 


定义 2 ЖЖ RE > 4.。 中 的 下 个 数 项 级 数 都 是 绝对 


m = 1 


KA, RENANE A EAX A. 
由 此 定义 及 数学 分 析 中 的 结 结果 ， 相 应 可 得 下 列 性 质 ， 
性 质 1 таж ажр A, mk, Ие 收效 ， 
нежная 所 得 的 新 级 数 仍 是 收敛 的 。 而 且 和 不 
5. 


性 质 яе бу: А, ë 8 Uk f JE жа 


m=] 


ө 115 е 


у) | А„|К% | | 
= 证 明 根据 范 数 的 等 价 性 ， ТЕЗЕ с Сс, Е 
c A, ISA, lh <c,|| A, lI (3-57) 


BA RE AER kak ma. = |a |... 2 ЖОЮ 


Ram BORA у) ал 1 G, 1, 2, = n) ke. — 


m = Í 


于 是 存在 正 数 M， 使 得 


Б |аФ|<м (у>, i, j=1, 2,6) 


m = L 


HT О MA =m Z lami, 因此 有 


> [Anll < > > У; |а| <mM 


m=1 m=1:=1 j=] 


m P д, ama, 


H У, |А, |ЖЖ, 863-57) <Я 


m=i 


> Anll 也 ей 


m = 1 


充分 性 ， #ў ПА 收敛 ， 据 (3-57) 式 级 数 


P JA, ,也 收 敏 ,由 于 


= =L 
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| А„| = тах У |a]. 
J | 


ael 


җн (an |<|А G, j=1, 2,:-,n) 


于 是 由 比较 判别 法 ， T > A 中 的 个 数 项 级 数 


Elai (1, j=l, 2，… n) | 

т = } ИИ 
都 收敛 。 | 
ВЕД ХХ 2， 即 知 级 数 У 4, 绝 对 收敛 。 证 毕 。 


有 了 上 述 这 识 ， 就 可 以 考虑 将 移 阵 函数 (A) 定 义 为 绝 
对 收敛 的 矩阵 冠 级 数 的 和 ， 即 定义 


f(A) = У c, A’ 
k = 0 


Ж ВОШАМИ. ， 
ФОА) = (AA АА)" (АА) | 
ЈА) ЈА) (п=1, 2, +) ҖЕТЕ B BAs A. сз, А, 
的 开 域 上 的 解析 级 数 。 若 


limp CA) =f P (A) (3-58) 
(k=1, 2+, 5; 1-0, 1. 5, +, т„—1) | 
则 mA)=1(/) (3-59) 


证 明 10 (3-58) 式 成 立 ，， H (3-55), 知 
ЗСА) =Z AN) Za (Af А) 
+2, (А) 2 (A) +2, СА), (А, DFAS CA ) 
FD (А) С? (A.D 
nij иш], (А) = Z), (A) limf, (å) +2412 (4) иш], 《41) 
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+ -++2„(А) тау, ÍD (AD + +Z, (А) limf, (4,) 
+Z, СА) limf, СА) 2, limf tD (А) 
=Z ADOSADA AOF (А2 Hee Zim, (ADFD (A) 
+Z, (Af, ) +Z, (ADF Q. ) 十 … RZ, CA) Г" TE (А, 
故 lim/, (A)=J(A) . 
定理 2 ЖЖ Тәр аз >0, HE A 
| 的 全 部 特征 值 才 在 半径 为 的 ШИМ, ЖИБИ: Ж 


Уу] сд 
С, 
АП, , пзу) У cas, 有 
КА) = > с.А? 
=, | 
| 证 明 1 L= У син, H 


limf, (A) == (å) 
Н 2635 Л, A 
fa《4) 对 于 |41<<r 绝 对 收敛 。 
HA 
limf, P (А) =f? Aa), 对 于 | Ar <r 
(k=1, 2, 6, S3 7 一 0， 1, 2, `°, W,—1) ` 
由 定理 1， 得 
limf, (A) = E Ак 0А) 8, 
CTI Т 
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Е: 


[41<co 内 ， казыгын нй, 它们 所 构成 的 级 
数 也 收敛 。 ME ERA, = RAS MEEA Ct 2 5.5), 
киви Ын, Bd бо, 
e4 一 [十 4 十 过 + 
| 
{т= 1, 2, t'y S) 
同 理 对 于 
o QA 7 =1+A+ A+: :十 向 十 十 …， [< ' 
有 (I—A)''=I+A+A T+ БА 
(A, 1<1; t=], 2, б, 5) 
Aš А5 


S 衣 人 二 1 一 -一 -二 一 一 一。 
对 于 Sin T +z 


二 (一 DG Ае 
《2K 一 DL i 


АЗ 4 O аза L 
A= A- > — — 1k- 
fisin Кыт 1) 6—8 =. 
({4,|<ос; t=1,2,-..s) чо 
对 于 ош(1+А)=4—-- 二 一 At IyuLla 
24 +" + т 
| padla lco и 
有 In(I+A) = + + -+ +‹- рє үл 
+” аА, ка, TERNS зу © 


.. п 


д, 


5 
-J 
ЕТ 


. 1 


1. БШ НОН ` 


sint cost t 
sint e t? М 
А) р t ` 0520) 
г о а 


试 计算 ， limA(b ,5 АФ), АЧ), 二 det4(b， det AC), 


dt 
d ,_ 
五 入 1(t) 
2。 设 函数 矩阵 
fen xe 1) ` | 
=ч 2e2* | 
13x 0. 0 


试 计算 ， f Ads 和 和 [А A(x)dx 
3。 对 任意 1 阶 矩 阵 A=Casl. 定义 | 
А [1 = max | lai 为 4 的 范 数 〈 定 义 2 中 的 条 件 (4) 应 改 为 


1 АВ || <и АИВ, ВЕР" n) 证 明 ， 
O) ERRINA. о (т> оо) WEE ДЕЛЕ ЖЕЕ ПА 1) 
(т>-ео) , 
 limA,, =0<=> іп llA,, || ==0 
© (о) ЕЛИНЕ А, А, °"... А,; HA 
|| А.А. А, || «пе || А, ||. ПА: I H As 
4. (1) ЕЁ 


120% 


一 1 1 —2 3 
б—14 —I 6 
k HA] 3 l AJ D 
(2) ЖЯ 
1 o o) 
Е 
А= o ! 0| 
(0 —1 1; 


ЖАЙ», ПАЙ, [АЗ 
(3) ДЕК“ СС ) 上 ， kan 


{хх рх эрх, 


(4) 证 明 ， 
[| А | = плака ЕВА Cay. луй, 


! 4 ¿(0 1 O 
5. 15 56 PE A=; zp» | B= | 0 
| \1 0 O 
Жей, ев, sinB, cosB 
6， 设 和 矩阵 
0 一 | 
Аа 
Ж зїп^ї(——)уА 
7. Н, 对 任意 矩阵 4， 下 列 关 系 式 得 成 立 ， 
Sln24 二 cosz24 一 ! 
е4+2х1] eA 
51п(А-+2л1)=5пА 


|,124: ° 


8。 设 矩阵 
0 1 
А=|_| ,| 


求 A100 十 3A?3 十 A”? 


9。 设 矩阵 
2 2 1 
a=: 3 | 
1 2 2 
sk A1000 
10, RER 
0 0 一 2 
ut 1 
1 O 
(0 1 
“一 一 : 一 3 


求 年 阵 函 数 e4，e 和 ef 


11。 设 4，B 都 是 a 阶 可 换 矩 阵 ， 即 


AB=BA 
证 明 ， 


(1) et 4: В)! == e4te B! ; 


i- 


4 
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第 四 章 ”微分 方程 的 矩阵 分 析 解 法 


对 于 线性 微分 方程 可 以 用 各 种 各 样 的 方法 求解 ， 每 一 种 
方法 ， 都 有 其 各 自 的 特点 ， 适 应 不 同 的 计算 需要 ， 在 科学 技 
术 的 应 用 中 ， 求 解 线性 微分 方程 ， 经 常 引用 Jordan 标 准 形 、 
矩阵 函数 以 及 计算 机 求 数值 解 等 方法 。 

本 章 对 线性 微分 方程 的 解 的 结构 和 求解 方法 进行 了 必要 
的 分 析 ， 也 对 科学 技术 研究 中 常 遇见 的 变 系数 线性 矩阵 微分 
方程 及 矩阵 Riccati 方 程 的 求解 问题 ， 作 了 必要 的 论述 。 


第 一 节 ”线性 微分 方程 系统 的 解 的 结构 


在 实际 问题 ， 例 如 状态 空间 方程 的 讨论 中 ， 需 要 对 以 下 
形式 的 矩阵 微分 方程 求解 ， | 
ОХ =AG)X-- B(t)u (4-1) 
其 中 XX 是 n 维 向 量 ，u 是 r 维 向 量 ， | 
A(t) =a; Ct) ),, 23 
2 ВС) =b; G) Jar 
Аб), BOJE XE Cto tlk, ГЈ, . 
aJ PIERA, ATES EBJt HX(t), D E (4-1) Е X [B] Cta 
EARM Э 
一 、 基 础 解 系 和 Wironskian 行 列 式 
”基础 解 系 和 Wronskian 行 列 式 是 常 微 分 方程 理论 中 两 个 ` 
ЕЕН, | | 
考虑 (4 人 1) 式 的 齐 次 形式 
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= А()Х (4-2) 
WX., Xas .... X, A: 方程 (4—2) 的 一 组 线性 无 关 解 ， ДІ 
COREE- REI А В Е {Г RED Rt F 
Z, ОЧЕ Я 
一 般 地 ， 方程 (4-2) 的 全 部 解 将 移 成 一 个 n 维 向 量 的 解 空 
辣 ， 其 中 任 一 组 n 个 线性 无 关 的 解 ， 就 称 为 它 的 一 个 基础 解 
ВОХ, Xa +з, X, 是 否 为 方程 (4-2) 的 线性 
ERRE СЕРА 的 充 要 条 件 〈 将 由 后 面 定理 4 得 出 ) 
a ` | 


[Ху Xiz Xin 


Xaj Xag tee х, 


这 个 行列 式 称 为 Wronskian 〈 朗 斯 基 ) 行列 式 。 

ERI {юн БЫ ИХ (t), X), e, X (t) D [В] 
Cta ALE P Ж ВЕН 2: Bu, ЛІВА СИР СХ, 
Xas е, XDK C А0 БА, | 

ЕН ДХ, Xa +, ХХ Bl Cto tJ 上 线性 相 
Эз, MUS а UU T не, (1==1, 2, +, n), 9 

CX -HC,X G) -e ACX, G 0 (4—3) 
对 (4-3) 式 逐 次 微分 可 得 | | 

CX (t) +C,X, GD) +: +C, x (t= 0. 

. CX,(t) + G,X, (t) 十 … .-+C,X (t) = 

о | 

Ç, X, (+С, X, (t)+ C, X, (0) =0 ` 

* 124 ° 


取 t =t RBt,<t,=<t,, RAU-3 3 É £ H йи К, MU fF 
C,X,(t,) +C,X,(t,) He HEX n (2) 0 
CX) +C, X) 十 … 十 C.X, Ci) 一 人 


са) бя —1) (т -1>) | ИС 
C, X, (t,) + C, X, (t,) 十 一 十 CC， X, (i£, ) = O 


G-1) 


其 中 X, G), G, j=1, 2, =s п) 为 常数 ， 因 为 c, 不 全 
为 零 ， 所 以 只 有 当 其 系数 行列 式 ， 即 
Xa) Хз — X,(t,) 
Kb) X ta) X(t) 


= () 


үүнүн н ныны, 

Xi a) X, (a) e X, (t,) 

了 时， 上 面 方程 组 对 c, 才 有 非 零 解 。 又 因为 刀 在 区 间 (Cto， 妇 内 

是 任意 的 ， 于 是 ， 对 于 任何 IEU 4,7) Фра ХС), 
X,(t)，…，X,(t) 的 朗 斯 基 行 列 式 

x Xt) X, a) -e Хо) 

x(t) Х,(ї) ... X. (t) 


W(X,, XX 一 = 0 

О X G X, Ct X, (t) 
至 此 证 毕 。 但 应 注意 到 ， 逆 定理 并 不 上 成立 。 

例如 ; 考虑 Б 

| X (t) = tš, X,(t) = | t |° 
则 有 | 
| З + tŠ . 
Weis Xa) -ae +3 |=- 0 

И, Хо), XHEL- 1)ЕЖ#%%Ж0, 
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定理 2 жп [йр X (t), X), +, X (t) BJ EH 
斯 基 行 列 式 W(X,，X,，…，X,) 在 区 间 [to, EX, 而 
n= 1 RRX (t), Х,(1), +, Xa- CRI BHI ET УП zÑ ZE 
整个 区 间 [to，t1] 上 不 为 零 ， 则 nn 个 函数 X(t)，X, (Р), ` 
X (JEKE C, ERREX. | 

证 明 HE, 在 区 间 Ct, ESWS, Xa s 
Х,-1) 50, MIHE — tE Ct Е и 10 ВАС, (2), 
C,(t), +з, С,-1(2), 使 得 

CiX,(t) +C,X,(t) + +C,- X, (t) =X,(t) 

+ CX + + Ca- Xa- © =) 


С, ус, ха) С, х, (t) =X "D 
(4-4) 


其 中 C， (i=1, 2, э, п—1) 假定 可 微 ， 且 取 

C, X,(t)+C, X(t) +C,- Xa (= 7 х. G) +C 
(4-5) 

在 (4-4) 式 及 (4-5) 式 的 两 边 人 分 别 乘 以 W(X,,X,…, 关 ,) 中 

Xo Xo …， X, , X, 的 代数 余子 式 后 ， 将 所 得 诸 方程 

相 加 ， 并 注意 到 左 端 每 个 行列 式 中 有 两 列 相同 ， 则 得 
0=W(X,, X, "`", X,)+CW(X,, Xay +, Х,-1) 

由 于 | | 
W(X,, X,, +, X,)=0, W(X,, X,, es X,- == 0 

于 是 有 c= 0 

因此 ， 方 程 (4-5) 可 写 为 
С, X,(t)+ с x, (0) + +C X... (t)= X,(t) 

若 证 得 C，， С, +, С.т, Н: 

Xis Xa ++, X,#E PZB] Ct, „з LEREM HJ o 为 此 ， + 
© 126-,* 


先 将 方程 组 (4-4) 中 第 — O EAP В И E, ВИ 
得 到 

C K, (t) +C,X,(t)+ ... +C,.,X,-,(t)=0 О 
再 微分 方程 组 (4-4) 第 二 个 方程 ， 减 去 第 三 个 方 程 ， 同 理 可 


дд 


С X, о) re X,(t)+ ++ +C, X,- (t)= 0 
С,Х, (t) аў (t) 十 … 十 C, X... (t)=0 


如 本 


С, X(+ Ó, X, (t+ tO Xt) =0 


于 是 有 
xD X,G)-- X. G) IC fo 
AO жуз бю) а | 
X(t) x, KOLD ARAO, ©, 0 
根据 假设 ; 
W(X,, Xas *е, X,-,)>=0 
所 以 e ° e 
С=С, =... =(С,_, = 0 
于 是 | 


C; 为 常数 (i 二 1，2， эө, п—1) ， 从 而 有 
C,X,(t)+C,X,(t) +. +C, X,- (t)=X,(t) 
这 就 证 得 | 
X, Xa +, Х.Е 181070, tJ Б ТЕН» 
二 、 关 于 线性 微分 方程 解 的 几 个 定理 
定理 3 RX, (t), X(t), s X (HEREMIA iE 
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L(t)=X-+a(t) X pepa, (DX +a,(t)X=0 
的 nn 个 解 ， 其 中 a;(1) 在 区 间 [to。，t1) 中 绝对 可 积 。 若 Wron- 
skian 行 列 式 W (Х,, Х,, +, Х,) фіі, St <t) 时 为 
Ж, WMX (t), X,(t), es X), t€ (t, 1798 PE H 6, 
HI НУ(Х,, X,, °... X,)=0, 在 整个 区 间 [to， JER Mo 
WB REBRE, КВУ С, С,, +, C,, 使 


м, 
а 


CX (t) +C,X,(t,) + +C,X,(t,)=0 
сы) FOCE 十 Co 


с" Х, ус (t,)+-- С, X, 0.95 0 


这 一 组 方程 ， 可 以 看 作 是 Li) 一 0 的 解 : 
Y(t)=C,X,(t)+C,X,(t)+--- +C,X,(t) 
满足 
Y(t)=Y (t) =Y(b)=…=Y (r,)=0 
从 另 一 面 讲 ， 恒 等 于 零 的 函数 也 是 L(t)==0 的 解 ， 而且 
“此 函数 的 导数 全 为 零 。 由 线性 微分 方程 解 的 唯一 性 定理 ， 可 
得 到 Y(t) 二 0。 所 以 | 
C,X,(t)+C,X,(t)+---+C,X,(t)=0 
对 任 一 1E (t, IRZ, XINC,Gi=1, 2, =, n) 
Жеља, AXC), X(t) = XOR. ШШ 
ÆI, IAW (Х,, X,, +, X,)=0, W t€ (t, t) 均 
成 立 。 证 毕 。 | ин 
根据 定理 3 及 定理 1 又 可 得 到 定理 4 。 
定理 4 жаналап 


L(t)= =X +a, (t) xX 十 … -+a,.,(t)X-ra, кто 
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SEX (t), X,(t), +, ХЕБ СЕ, tJ) FE £S PE X: 
BJ, Жа, (t) ((=—1, 2, +, n) XN Cto 12 上 是 绝对 
可 积 的 ， 则 在 整个 区 闻 [to。，t1) 上 Wronskian 行 列 式 W(X,， 
X, •.., Х„) “е0 | 
证 明 是 显然 的 。 x О 
现在 把 定理 4 中 的 微分 方程 用 矩阵 微分 方程 X = A(t)X 
HERSH: Me ИА | 
X,=X, X,= X, =, Х,= X ， 便 得 到 


ИП Х=А(ї)Х 

TA, ЯХ, (1) (0) = 08), N 

=(Х,, X,, X,, +з, XJ 

EEX = 二 A(t)X 的 一 个 解 ， 肥 之 也 成 江 。 
HR X=A(1)X 


:| | 0 0 1 
Z. (а) 一 ai | (х, 


ак Ир ИЕ п) БЕЛ арш 3 4: 
| Жү, ! | Х, | 
Xi=| : l= | 
| ° | 
| i | т? 
| | Хх, } i ' | 
JI Wrersxigsr рК 
| Хх, А, X, | 
e Ф Ф 
* Х, X, 
У(Х, Xa + Ka) Sl ........... 


(m— i (nm —1) (M — 1) 


1 | 9 АЫ n Е 
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LE O EE E q E s... ,... И 


Ха? .*. Хал 


HE -RER WERT IR АДИ: 207) Ж 


X=A(t)X 
所 定义 的 Wronskian 行 列 式 。 所 以 定理 4 只 不 过 是 说 明 Х,, 
Xy s 是 线性 无 关 ， 其 中 | алт 


X= EX Хх, +, х]Т={Х,, X,, з, X, 

从 而 是 解 空间 的 一 组 基底 (基础 解 系 ) BJA ЫЯ дЕ: 
X (t) Хх.) т X,C#) | 
X, (ta) X, (to) ne Х„(&) 


(n —1 (f — 1) л 1 ` | 
X,(t,) X (to) + Xt) | 
Xir Xiz Ж 


Хур X, ee Xop 


Хар Xn2 '** Xan 


定理 5 + АТЕЙ Л 77708 
L(t)= X +a, (t) X ++. +a(t)X=0: 
有 一 组 n 个 线性 无 关 的 解 X,(t)，X,(t)，…，X,(t)， 其 中 系 
ga, (t) G=1, 2, +, п) EREC JEEE 1, W 
L(t) 二 0 的 一 般 解 为 | 
X(t)=c,X,(t)+c,X,(t)+ --+c,X,(t) 
其 中 c,(i==1，2，…，n) 为 任意 常数 。 
证 明 H TX,(t), X(t), БЕС. X,(t) 2% 性 无 关 ， 则 
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Wronskianí7 7] A(X, X, +, X) р), 5200) а 
L(t)=00fE—f8, ШЕ 


б aX (n) +оо (6) ех, (у= Z(t) 
cX (n) +e, X (h) tt) =Z() 


f€. as... зел ... ... ú... t... ... s... ... ... 4... ... бем s... 


сх, (к) ех (а) = +, X, х = Z (а) 


ЗТ РС, (11, 2, + n) 
据 此 ， 设 
Y(t) =C,X,(t) +C,X,ü)+--+C,X,(t) 
则 有 LCY(t,))=-0 
HB Y(t)=Z(t), Y(t) Оу, - . E- Z Ci) 
因此 ，Y(t) 和 Z(t) 是 给 定 微分 方 пиен нани, 
根据 解 的 唯一 性 ， 得 
Y(t)=Z(t) 
这 就 证 明了 微分 方程 的 任 一 个 解 Z 切 可 表 为 ， 


Z(t) = X e,X,(t) 
由 于 它 含有 1 个 任意 常数 c;,， 所 以 是 一 般 解 。 
需要 说 明 的 是 ， i 
非 齐 次 短 阵 微分 方 和 X (t) = 人 б 
46) 
X(t) = X, ` < 
HRE, ЖШН УЗИДЕ = ;方程 (4-6) 的 一 全 i" 特 解 
组 成 。 
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第 二 节 常 系数 线性 微分 方程 系统 
с СВЕЖИ) 


一 、 常 茶 数 线性 齐 次 方程 
以 讨论 自由 动力 系统 的 运动 为 例 ， 可 写 出 矩阵 微分 方程 


XO) =AX(t) | (4-7) 
О X(0) 一 X, | 
其中 Б 
х; (t) а; | Се di, 
` | x; Ө Q, Qag а» 
ЕС ) = ; 二 | 
X (т) а», aag a,, 
x (0) 
| x,(0) 
Х = . 
x TO 


鉴于 e4= РАЗ ДА + кА +" 


可 以 证 明 ` (Р) = eak 

为 方程 (4-7) 的 解 。 其 中 为 任意 常 向 量 
K=(K,, K,, *, К,)т 
“这 个 解 类 似 于 一 防线 性 并 次 方程 TA, 只 须 将 
X (t) =e4:K = (IAHE Ap + АК" .)K 


L + 
32 


代入 (4-?) 式 右 个 ， 即 可 得 到 | 
2 f 1" О, 
AX (t) = (AHAHA + А" K 
5 
而 左 侧 同 时 包子 | З 
fn 
9х0) = (A+ АЧ + АЗ. А" ӘК КИЕ 
比较 (4-8) Ж (4-9) 020, FD 可 得 1! 
dq At — AIK 
qr (© K) = Ae 


х ШЕ Ге KENDT ИТТ 
把 解 方程 (4-7) 的 问题 ， 转化 为 抵 阵 函数 ce "ИУ И АЯ 
Ce4: 的 几 种 计算 方法 问题 将 在 下 节 中 讲述 )。 于 是 满足 初始 
条 件 X(0) = XX 的 特 解 为 
| X(t) = e4:! X, | О. О 4-10) 
=. FRARI АЛЛЕ 
这 是 一 种 在 受 外 力作 用 的 动力 系统 中 常见 的 方程。 考虑 
矩阵 微分 方程 
XO AX + © AD 
X(0) = | 
R rh X An АЕ, Н A 一 Caiilaxns B = CD, 22а, 
均 为 常数 和 矩阵。 方程 (4-11) 改 写 为 | 
X(t) —AX(t) = Bu(t) 
两 边 左 乘 e-4!， 得 到 | 
є-4'4-Х(Ф)—е-4'АХ(ї) = e-A'Bu(t) 


° 1953 ° 
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即 d Ce-4'X(t)J =e-41Bu(t) 
对 上 式 积 分 并 由 X(0) = 和 可 得 
e-AX(t) =X + | e-4'Bu(tyd: ` (4-12) 
这 就 是 方程 (4-11) 的 解 。 
即 X(t) =е4'х‚+ | eanBu(r)dr 


第 三 节 ”eAt 的 计算 方法 


CHEN 利用 Jordan 标 准 形 计算 
ж; 和 = [av 将 用 化 为 Jordan 标 准 形 。 АЮ 特 ЛЕ 


值 不 同 ， ВП 
ТАГА |= (а= 2,)(2—4,)---(4—4,), 8 СА, #4; GÆ j) 


由 此 得 到 


A~J=| 
` 
А, 


А = РЈР-!, 其 中 P= Pan» 
根据 上 章 公 03. –52) 


At 


于 是 
e At = ре!р-ї 


f е/,! 


= Р `. КЕ С4-—13) 


ATHE, FAKHER ME, е Hi ЫЗ: ЮР 
形式 ， 即 需 借 助 上 章 公 式 (3-54) 来 写 出 。 
“. [方法 27 利用 Laplace 变 换 法 
对 方程 对 X(t) =АХ(0), X(0)= X, 
施行 Laplace 变 换 ， 得 
sF(s)—X(0) = AF(s) 
或 (sI— A)F(s) = X, 
用 矩阵 (SI 一 4)-! 堪 乘 上 式 两 边 ， 有 | 
F(s) =(51— A)-1X, (4-14) 
取 逆 变换 即 得 到 | 
X(t)=L-!((sl[— A)-13X, 
由 上 节 知 方程 (4-7) 满足 初始 条 件 的 特 解 为 
X(t) = e4: X, 
FEE е =1-10(81- А) (4-15) 
Вр ZL(e4a0) = (SI 一 A)- ` | | 
W БИЕШ ЕЙ Дд, ЖШ 
| (51— А) 
|51— А | 
这 在 较 简 单 情 况 下 才 可 直接 得 出 这 一 运算 结果 。 
如 果 (sI 一 和 A)-! 具 有 较为 复杂 的 形式 ， 例 如 A 的 阶 数 大 于 
ә 1356 


(SI 一 4)-: = (4-16) 


3 时 ， 计 算是 比较 复杂 的 ，、 此 时 可 用 以 下 方法 求 符 ， 
设 рР= (51— А)-! 
由 于 (sI—A)P = (sl— А )(51— А) t=] 
于 是 sP=AP+I 一 
两 边 左 乘 (SI 十 4) ， 即 得 到 
SP = АРА 4-5] 
HARER (SI 十 4A) ， 又 得 到 
s3P = APP HA? 4-5А 1 I 
重复 使 用 这 一 过 程 ， 即 得 出 一 组 方程 
P = P 
sP = AP +I 
sP = APP+ А-Ь51 
sP = ASP + A*+sA + s2] 
SPP = APP AP- -sAP-t р... РЗА sP- | 
ЯН: PEAN Et PA Z TIR АШК ЖЬ 
设 4 的 最 小 多 项 式 为 : 
Фф.(А) = а, +0,4+а,2? +. +а,\, 
则 有 aI+aA-+a,A 十 … 十 ap42= 0 
ян, а=] 
ЖЕЉЕН Да, a, +, ав, 两 边 相 加 ， 并 利用 
最 小 多 项 式 为 零 化 多 项 式 这 一 关系 ， 可 得 到 


(Ze)? > ¿A+ a Arta Заден. ЕЕ 


i= 0 ~ Ü Е i=1 ` 


P 


+ ... 4-5? 7? у, AP 二 SG 


{=ў—1 
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= 1 $ 


= s $, a Aii 


j= 0 t= рај 
| У $) у; а A:-i-1 
所 Bl GI- А)- l= ра L. — (4-17) 
ü > a,s: 
妇 采 全 的 最 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 全 同 ， Ip = n, WARE 
(4-17) EI pk Ж: 
i $` а, А151 
(sI— A)! _ > би i (4—18) 
= ТЕА | _ 
其 中 |sI—A|= $ asi, а, =] 


1 = Ü 


[方法 3] 利用 矩阵 函数 的 定义 或 矩阵 函数 的 基本 公 R 
(3-55》 均 可 计算 e41。 | | | 
[方法 4] e4! 的 数值 计算 法 《上 略 去 )。 
эп хеяе 


а 


EP —X = AX (4-19) 


满足 初始 条 件 X(0) 一 Xo 的 特 解 。 


其 中 ， 
x, (t) -7 -7 5 
一 | х, (t) A= -8 ~ 8 -| 
x, (t) 0 -5 0 
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3, 
x(0)=x,=| – 2 | 


| 1 
解 ” 把 A 化 成 Jordan 标 准 形 
A+n n 一 5 | 
|М—А|=| 8 4+8 5 =(A—5)(A+5)(A+15) 
| 0 5 А 


因此 ， 特 征 值 人 和 5，4 一 一 5，4s: 一 一 15 


5 
| — 15 


由 A==PJP-! 得 AP=PJ, P=, 1, N] 
则 有 | 


| 5 
ACN, Ns Ts = СТ, T, TJs 1 | 一 5 | | 
S -15 


1 1 2. О 
- | mi 一 | 一 | uti :| | | 
1 _ 1 / 1 | 


| 1 12 

故 满 秩 矩阵 e- - 1—1 J 
1—11 

再 由 上 章 公 式 (3-52) 可 人 得 


eš! 
е4!<р| е |Р! 


a 138.• 


n == 


Í 
I 


1 1 24 е Е 1 1 2 
— | :| e 5 Е — 1 3 
1 -1 1 о еч 1 —1 1 


еб! e t 2e 151 | 2 一 3 5 
1 
-51 бда-—-15 — > 
=| =e"! ег?! зе ||. 1—-5)х7% 
еб! — et e~i5i 2 2 0 
деб. 4e st де! — 3e5t— est дег!" 
_ 1 — 2е°*— je S: 十 6e 15! Зе5*#--е-5*--6ес!°' 
ü де! – 46 十 2e67 ~ 3е5' е5: 4-26! 
| Без — бе-5: 
— 5e! 4 56e7"t 
get 45675! 
根据 前 面 第 二 节 第 一 部 分 知 ， 方 程 (4-19) 满足 初始 条 件 的 特 
解 为 ， 
X(t)—e4:X, 
тез gs 46-15. 
-1 — 17e5: — де 5:4. 6е 15! 
`17е5: 一 зеге деле. 
即 х0) = 17е + es L сет! 
9 а-в. Bo-ist И 
ka E “Tae 151 | I x { 


9 
x, (t)= Tres: — 10° 


用 方法 2 亦 可 求 得 相同 答案 ， 读 者 可 目 行 解 算 。 | 
利用 和 矩阵 函数 的 基本 公式 (3-55) 求 出 e4!, 也 可 得 到 相同 
BJ л Ж 


1 | 
e5! 十 一 ~ 15 
D 
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КОРЕ АШ k R Z IN sÇ н л АР ТР F Z ЛИ А (第 二 章 第 
三 节 中 定理 4 的 推论 ) 。 | 
un(4) 一 (4 一 5)(4 士 5)(4 十 15) 
& J(A)=e121, HH (3-55) sŠ R 
f(A)=Z, CAIC) Z.,(A)f( —5)+Z,(A)J( - 15) 
Еу, (А) == (A+ 5)(A-+ 15), 得 了.(5)=200 
-5)=f(-15)=0 
(А) == (А Б)А- 15), f f. —-5)= -100, 
2 f.(5)=f,(—15)=0 
Ја (А) = (А 5)(А--5), 得 f,( -—15)=200 
305) = 30-5) =0 


十 是 ， 付 

Zi(A)= = CAT SNCALI у= 1. (A'+20A+751) 
(А) = -g (4 - 51)(24 4- 151) 
Ки 2 
= Ka +10А – 751) 


H | ] 
Z A 一 一 — А — 5] А + ү aml. A Dr 


КА)= 55 (А +204 +75 DORE (4 十 10A 
= 151) ~ 5)+-ууу (A: = 281) 人 一 15) 
zi ， 
1А) 1. САЗ +2А+ТЫ)е' 1. CA? 4-10А 


100 


6.140: 


-75De- zr (A? = 25De 18 


用 这 种 方法 求 e RATE, ТАКА АЕР, = 


tE FA RD ETOR to 
(12) kin 阵 微 2 分 方程 


х | -6 1 0 je, | 2] 
х, |= — 11 0 1 x + 6 ja (4-20) 
x | | —6 0 0 jx 2 | Н 
满足 初始 条 人 和 件 
| x (0) | 
“e= x,( 0) 
| x,(0) 
В. Pedru =u(t)2J iñ z ER ВА З, Вр 
0 {<0 
解 给 定 方 程 可 视 为 
X=AX(t)+- Bu(t) 
将 
一 1 0 
A= 1101 化 为 Jordan 标 准 形 
1-6 00, | 
| 5+6 -1 0 | | 
11А} = 11 А —1 |j=(A+1)(4-+2)( A +3) 
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所 以 特征 值 为 Ар 1, ¿,= -2, А – 3 


于 是 АЈ 一 2 
| – 3 
НА == РЈР-!, {5 АР = РЈ, gP =C, T] s 1, ) 


则 有 ， ACN» T, 1; J = (Ti; , Ц na) | — 2 | 
| -3 


比较 上 式 两 边 ， 可 得 


1 1 | 1 
= D | “| 4 | ns= |ð | 
6 3 
故 得 满 秩 和 矩阵 | 
1ll1 1 1 
"zB 
6 3 2 
又 由 上 章 公 式 (3-52) 可 得 
| E 
eA: =P ет?! Р-1 
e $! 


e-t e е- št 
= |5e-: 4е-°' 3e-3% | 一 4 2 -1 


бе-' зе?! 2е- 3і 


根据 第 二 节 第 二 部 分 知 ， 方 程 (4-20) 满 足 初始 条 件 的 特 解 
F: 


X(t)=e4'X, + | e4Gr- 9 Bu(Tr)dz 
„ Ü 


et! x,(0) 
=P e P= | х,(0) 
-3i 
° x,(0) 
t еә 
+ P x e-2(r- т) Р-!Ви(т)т 
Д е- 34-0) 


| 

— t — 2 t e 31 ——_— 一 2 

с * x 2 79 5 || 160? 

_ Бе-' 4е-°! зе- 3! x — 4 2 —1 x x,(0) 
= | | 
ве зе?! 2e št | 2. “су | %0) 
| 1 1 e-(t- m 

+ 5 4 3 | ee- 

Í | Jo 

6 3 2 x е- 301-0 


А 
———— n —O n v — n  — — — 


\Бе-' 4e-2 ge-š | 


| 


r 
—ww 


mja T 一 ss 


一 | СЧ со | оч 
| | 


HIN ~ оса 


"ea м 中 
co | { 
і 4) И, 
O cr? сз 
~ ч Ам 
еч 1 | 
| 6) а> 
42 < 中 у 
ч f [ т | 
l 0) dy 
4 Тр ае, 


44" 


因此 解 为 : 


x(t) 5| [e е?! е- 3! 


1 

| 2 
X(t)= (4e Зет 11-4 2. -1 

3 

2 


f 

“ 

x x(t) 

| М зе-?' pe-% | > 一 


ЕСИ (11111 e-t] | | 
| 


х,00) | 十 5 4 3 


xs(0) | 6 3 2 


第 四 节 “状态 转移 矩阵 


一 、 状 态 转 移 矩 阵 的 性 质 
AT TIE RE MOIT TI TE 
— O XGO= AXGI) (4-21) 


在 第 二 节 中 已 讨论 了 满足 初始 条 件 
X(0) 一 X 
的 解 是 ， 
X(t)=e1'X,=e^'X(0) _ (4-22) 
Xi, DE (4—21) Ей [n] E Ж {КЛ ЯС Ya E Ва e4' 的 问 
Bi, ЛЕ АЗЕ g 81: ра KeA 27 ФОР), MO) Sse 
于 是 (4~22) 式 就 可 表 不 为 ， x О 
хау=Ф(уХ (0) Е upay 
可 以 看 由， 方程 (4-21) 的 解 ， 只 不 过 是 初始 状态 的 一 个 简 
单 转移 ， 把 :一 0 时 刻 的 初始 状态 X(0) = Хо E t AR 
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ХО), Ai, PEBE tD 51А ЊЕ Got kuat kha 
阵 )。 这 个 矩阵 包含 了 所 描述 系 统 的 全 部 自由 运动 信息 ， 在 工 
程 研究 中 广 为 应 用 。 

RSR S yE ЕФ (t E. 以 下 几 个 主要 性 质 ， 

ERI Ф(0) = 二 1， 其 中 1 为 单位 矩阵 。 

证 明 由 第 三 章 和 矩阵 分 析 理 论 知 


e“ :一 十 4 十 - > ' At? pee + - 


1 nn 
gp Atte (4-24) 


在 (4-24) AP, RAt=0, 4 
Ф (0) =е1: =] | 
ER? Ф-—!(:)у=Ф(—1), Ф011) = СФ( 1) Ј-! 
证 明 首先 证 明 Б 


e 4( i +s) = е4 е As 


99 А" / °° А5" 
„т. Ate As _ 及 
š 1 ° ú -( > n] ) n = Ü HI! ) 


A/mm ni tii у 
= Ж АЧУЫ (n— i)! у 


= y''a | +9" _ TS сабо 


УП, s= - t, 有 
ее! елет 0 ш] (4-25) 

H ita qI, ерй етл | 
H Teh Б ETER, Pren 是非 奇异 矩阵 。 于 是 (4-25》 
式 可 写 为 ， 
Ф(ї)ФС—1)у=Ф(—{)Ф(їу=] 
故 有 | 
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Ф-:(1) =Ф( 13 
或 Ф(Су=[Ф(—1)]! ”证 毕 。 
性 质 3 四 (二 十 世 ) =B()DB(,) = BD(t,) P(t) 
证 明 由 于 
P(t +t,)=e4Gr tto =e et, =e4t,e4, 
故 有 
Ф(,+1,)=Ф(,)Ф(1,)=Ф(:‚,)Ф(т,) 
性 质 4 (Q(t)J"= (nt) 
证 明 因为 
СФ(ї)]":=Ф(т)Ф(ї).-+-Ф(у=е4!'е4!...е4!—е4! 


n 个 п 


故 有 СФ(г)3"=Ф(иі) | 
性 质 5 Ф(1,—1,)Ф(Т,—1„)=Ф(т,—1,)Ф(,—-1,) 
=‹Ф(ї{,—{,) 
HBH 由 于 
eAGt.-t)eAGt t) ели?) едй t tt t) 
—e4G -ti e4, t) ⁄ 
所 以 
Ф(ї1,—1,)Ф(ї, — t,u)=@(t,— t,) =P(t, —1,)Ф(ї‚, — t,) 
RE, ТАК EEPO ее A 在 本 章 第 三 
ЕИ, 5 8928211 ТУГУЛ, НД ЯД 用 Laplace 变 换 
来 计算 中 (1)。 
С) 求 齐 次 状态 方程 | 
X=AX (4-26) 


的 状态 转移 矩阵 P(t) 和 状态 转移 矩阵 的 逆 @-1(!)。 


К, | 4 А | 
N „= | í с йш. ， ü w. v. ИОНИ Чот . ' . . | | ° $47 ° 


О 01 

È Å= x 

其 中 5 -3 › 
E ”由 (4-15) 式 可 知 ， 
D(t) =e4 =L- Cisl- A)-!') 


因为 


Шш t-A) pr) 


s+3 


所 以 p(ty=e“=L-((sI— A) 
t е-2: © oe 


_ — 2e -! —2e -*! 
由 性 质 2 有 Ф001) =Ф(-1) 
故 状 态 转移 矩阵 的 道 应 为 : 


p- (t) =Ф( ~ D= 


" 


状态 转 


(s+1)(s+2) ` 


| де! m e št e - 


x (t 3 
* | 


алш КД 


1 | 
(s+L1)(s+ 2) 


| 
| 
| 


$ 
ТИИ | 


гь 


一 人 -IC | 


^ 


е-е?! 


— ое! 4-26? — e 4де?! 
二 、 利 用 状态 转移 短 阵 求解 非 齐 次 短 阵 微分 方程 


ФЯ ТарІасе тй, 为 所 有 元 素 的 道 Laplace 变换 所 构成 的 短 阵 。 
2 148 ° 


利用 状态 转移 矩阵 及 其 性 质 ， 可 以 很 方便 地 求 得 非 齐 次 
矩阵 微分 方程 | 
X(t)=AX(t)+ Bu(t) (4-27) 
满足 X(0) = X, | i 
的 解 。 | 
RP: X (t) кп Еу (0) 表示 r 维 问 量 ， | 
А= Га), |! B= 二 [5b,,3 . ЕНГЕ. HMRI 


节 第 二 部 分 知 ， 方 程 (4~27》 的 解 为 
| t 
e-4X(t)=X(0)-+ | e~ArBu(T)dt 
0 


或  Xt—D=e“X,+ | ебә Bu(r)dr (4-23) 
利用 状态 转移 和 矩阵 罗 (t) = 二 2s 人， 上 式 可 改写 为 ， 
Ххау=Ф(уХ,+ | Ф(—туВл(т)ат (4-29) 
Ü 


EXO а о Ето B ë А ELB PS Ak 


(127) RIEF RIRS A TE 


X (t= AK(t) + Ви) (4-30) 
满足 X(0)= X, 
的 解 。 | 
其 中 | 
. i 0 | x, (t 
Аз ? ! B= | xp- 0) 
| | -2 -3 | | | 1 X(t) 
1112 0 
и (t) =, 
0 < 0 


RO ОНА СЕЧЫ БЕШИН 阵 D) 


в 


° 149, 


| 2e- t e! e-t — е-ї! 
D(t) =6 | | 


— 2е-' 42е?! —e-t L 2e-2t 
自由 项 矩阵 为 B= 9 | 


H (4-29) 式 可 得 方程 (4-30) 的 解 为 
Х(ї{)=‹Ф()Х(0) 


f 9е- (1-7) — e-2(t— r) e= (t т) — e—2(t— m) 0 
+| | | | dT 
| — 2e7 -V L gen2 U- D —e-(t- 0) L 2e-2(t- D | 1 
x, (t) s де- ет? e-t e21) х0) | 
x, (t) = _ 2e-: 十 2e-2 Oei paet x,(0). 


一 一 ”~ + >e 
+ 5 


e: ет? 
РЕ 态 是 X(0) 一 0， 则 上 式 即 简化 为 ， 


Xl CD | ар ерее 
XON 


e-t e`’! 


第 五 节 。 变 系数 线性 矩阵 微分 
方程 (线性 时 变 系统 ) 


我 们 可 以 利用 状态 转移 矩阵 来 求 变 系 数 矩 阵 微分 方程 的 
解 。 只 要 将 状态 转移 矩阵 里 ( 昌 改 为 昌 (t， 如 )， 在 第 四 节 中 讨 
论 的 大 部 分 结论 都 可 用 来 讨论 变 系数 矩阵 微分 方程 的 解 。 但 
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ЕЕ], RPE ЖК SEIS BEDE St Ж, + ta 
ж, ший Z 2: J; 2. HE, АТААН TYRA 
等 ， 但 不 是 总 取 为 零 ， EIIN ERAR AREF ФЕ 
通 共 不能 用 指数 矩阵 函数 e4! 给 出 。 
一 、 齐 次 矩阵 微分 方程 的 解 

设 变 系数 矩阵 微分 方程 为 | 

X(t)=A(t)X(t) | (4-31) 
满足 X(t) =X, | 
Ян. Х(т)уп mE, A(t)==[a,y(1)) 
[JC [BIC t, AIEEE E 22: РА 35 ç 
则 方程 (4-31) 的 解 为 


° q, (t) 在 时 


f x "Ü 


XGt)=@(t, tX) (4-39) 
п, Pl, to) PE EEAS J FS 
Plt, t)=A(t)90(t, t,) 4-33) 


K Ф (Ü, É) 二 1， HeP(t,t,)= (0, (t,t,)3, х я AE 3E 6y РЕ © 
由 此 ， X(t.)=%( fo, t.) X (to) =IX(t,) =X, 


. d | КАЈ 
E X (t)= = CPC, t )X(t,))=@(t, to) X(t.) 


= A(t)@(t, t,)X(t,)= A(t)X(t) 

从 而 可 见 ， 方 程 〈4-31) 的 解 只 不 过 是 初始 状态 的 转移 。 因 
E, IEDC, t) 就 是 方程 (4-31) 所 描述 人 移 时 登 系统 的 
状态 转移 和 矩阵。 具有 以 下 一 些 性 质 ， 

性 质 1 Dlia ti@(t, t)=@(t, t) 

证 明 НТ X(t,)=%@%(t,, ta) X (ta) 

X(t,)=%(t,, t, )X(t, ) 

于 是 

X(t,)=%@(t, 1,)Ф(, t. )K (t a) =Ф(,, X(t) 
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i Plta t,)@(t,, t,)==@(t,, ta) 

ER Dlt, t,)=%@-1(t, t) 
证 明 ”由 性 质 ! 可 得 
@(t,, t,)=%@-!(t,, t-)@(t,, ta) 

Н, = КЛ Е, 8, x 

Dt, t.)=%@-1(t, ї,)Ф(1„‚ ta) =P- Cta 1), 
应 注意 ， 时 变 系 统 的 状态 转移 矩阵 


К А(т)ат 
Ф(т, Әв), 


只 在 A(t) 和 | А(т)ат} зн, 对 所 有 t 都 可 以 交换 的 
情况 下 才 成 立 ?。 车 人 A(t) 是 一 个 党 BEER Я AER, 则 


@ 对 于 方程 SEADOO), arl, Xina to)X(to) 


uhol, t eli, А608: I+ |, А(т)ат+ (| А(т)ат J 
D= 本 to 2! to 


1 3 
| +— ET (|; А(т)ат ) + … 


将 此 解 X(t)=ġ(t, tX ORARIE, ТС 
Зх -{ A+ (J, ‚Аат ) AC) 


А А ка дог ) AC) += |x) | 
Аха) | ACD+AG (|. дса) ) 
ло], легат )'+. (хое 
БЖ, 只 在 4(f) 和 | ，Atr)dz 可 交 的 时 以 上 两 式 才能 相等 ， 因 此 ， 只 有 在 这 
НЕТ) ФСЕ, XTE E О AOX, 
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AGS | 4(z)az 是 可 换 的 。 对 二 般 时 变 矩 阵 ARDE, 常 
常 是 对 中 (t，t) 作 数值 积分 ， 即 将 (ft，) 展 成 级 数 形式 ， 


D(t, ta) = [二 | А(т)ат + |. А(т,) (f А(т,)4т, ] 


| ат + |, ла [| aof, Acn Jan, Jant 


(4-34) 
通 弟 不 能 用 封闭 形式 给 出 @B(t，t,)。 
[ 例 ] ” 求 变 系数 矩阵 微分 方程 
Х:=А()Х x 
ИХ ЖЕЛ Mab: b (t, 0), 


x,(t) | | 
x,(t) 


其 中 A(t)= | X = 


解 根据 公式 (4-34) БО 
P(t, 0) =1+ | ACDadr+ ['Аст(|"Астәё+; ат, 
0 0 0 


4... 
因为 | | | КО 
Jo llk > Ifl al 
А (т)ат =i d= 0 x | 
2/9 ү | 0 Ë i 2 ‚0 |9 É ) 
т 


] {5 
故 得 Elt, 0) = 十 十 Fe 
| о 11 |60 Ello E 
|| 8 
13 
1 үк" 
= 
t t 
Ú Iy +y + 


=. + 3EDPEDA 7 D £ B Be 
现在 来 讨论 以 下 状态 方程 的 求解 。 
XOANA HBU) (4-35) 
X(t) =X, 
Еі, Хохи; Uw 表示 r? 维 同 量 。 
A(t)=(a,/((1)2,,. B(t)=Cb,, (t)lax, 
a (t), b(t) EX [8] to, 1 内 均 为 分 УВЕЛЕ РАХ, 
设 方程 (4-35) МУ  X(t)=%@(t, t.)Y(t) 
20 аа кшн жш. 


И oda. dt r. YO) 


=P(t, to)Y(t)+ Bt,to) Y (t) 
A(t)P(t, to)Y(t)+Bt, to)Y (0) 
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У X(t)=A(t@(t, t.)Y(t)+B(t)u(t) 
所 以 必 有 

x D, t.)Y(t)=B(t)u(t) 
即 Y (t)=%-(t, t,)B(t)u(t) 


FEY()=| @-(z,t)BC(Ou(z)dr-+Y(t) 


H + Y(t) =P (tos t)X(t,)=X(t,) | 

因此 ， 方 程 (4-35) 的 解 为 

X(t)=@(t,: t)X(t)-P (t, )| D-r, 6) BT (т)йт 
一 中 (bto)X(Cto) 十 | D, т)В(т)и(т)йт (4-36) 

这 就 得 到 了 韭 齐 次 矩阵 微分 方程 的 解 ， 是 其 人 由 应 的 并 次 微分 

方程 的 解 (t,t6)X, 与 一 个 特 解 Xp(t) 的 和 。 

BX, (t): 


X(t)=D(t,ta)| Ф-\(т,г„)В(т)ибх)@ 


-| Ф(ї,туВ(туш(т)йт 


公式 〈4-36) 需要 用 电子 计算 机 来 计算 。 


第 六 节 ”矩阵 Riccati 方 答 


在 最 优 控制 规律 研究 中 ， 经 常 需要 求解 一 种 Riccati 类 型 
的 方程 。 这 里 我 们 介绍 -… 种 应 用 和 矩阵 分 析 理论 来 求解 矩阵 
Riccati 方 程 的 方法 。 为 此 ,我 们 考虑 如 下 的 矩 降 Ricszati 方 程 ， 
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P()=AGDP(D)+P(DB()+P(OC(DP(D-+D(t) | 
—37 


满足  P(t,)=E 

其 中 P(t) 是 nxn 阶 未 知 矩 了 泗 ，A(t), B), C(t), DOJE È 
X REI, Hi E, H A y 3 415 18), t EAR 206 тШ) 
| 下 面 的 解法 ， 是 把 方程 〈4-37) 化 成 另 一 个 矩阵 微分 方 
| | 
W(t)=G(t)W (t) | | (4-38) 


| 1) 
W(to)= 


(X(t) -B -C 
其 中 ， = | ca-| | 
Y(t). D A 
Ж. ВЕЛЕС, ОРАУ СГ) Я 可 AEX) MH 
Riccati 方 程 (4-37) 的 解 ， 就 可 由 
P(t)=Y(t)X-'(t) t€ [to, tJ 
给 出 。 这 可 证 明 如 下 ; 
1° YX 满足 方程 (4-37) 
[Ñ 7 EH ER 27 XE E 85 ЖЕДИ ЛП 2⁄4 АН |: BJ АЛ 法 ， 即 上 章 的 
(3-17) 式 和 (3-19) 式 ， 就 有 


d 
dt 


-їг| YXM ]=YX- -YX X XM 
=DXX-!4+AYX-'-YX-!( – ВХ — CY)X-! 
=A(YX-1)+(YX-1)B+(YX-!)C(YX- Э+р 

可 见 YX-! 满 足 方程 〈4-37 )。 

2° YX-! 满 足 边 界 条 件 P(to)==E 
因为 X 与 Y 是 方程 (4-38) KM, KE 
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X(t,)=I, Y(t,)=E 
从 而 有 
P(t) =Y(t yyX-LCt =EI =E, 
容易 看 出 (4-38) 式 为 一 个 齐 次 矩阵 微分 方程 。 据 前 节 第 
一 部 分 可 知 ， 其 满足 边界 条 件 的 解 为 : 


W(t)=®(t, to) W(t,) | (4—39) 
Rp: @(#, 1.) 02и xX2n 阶 的 状态 转移 矩阵 ， 且 满足 
P(t, tu)=G(t)O(t, ta) (4-40) 
及 中 (to t) =L, | 
= 1 | 
Oi(t, to) Q,,(t,t,) | 
D(t, w= (4—41) 
| Q. (t, ta) Q.,(t, to) 
则 方程 (4-38) 满足 边界 条 件 的 解 为 : 
о ен to) | ЖАКЕ | 
Y(t) E Q(t, ta) О,,(#,1,) E 
Q(t, t) +-Q,,(t,t,)E | | 
= | -42 
и ОЕ (4 $ ) 


于 是 Riccati 方 程 (4~37) 满 足 边 界 条 件 的 解 为 ， 

P(t)=(Q,.(t,t,)+Q,,(t,t,)ED(Q, (t, t.) 

+0О,,(2,2,)Е)-: о (4-43) 

可 见 ， 求 解 Riccati 方 程 ， 关键 是 求解 (4-38) 的 状态 转移 
答 阵 史 (t,t )， 由 前 面 可 知 , 当 和 矩阵 G 为 常数 矩阵 而 加 (t,t ) 成 
为 指数 矩阵 函数 6 ' 时 ， 就 可 求 得 方程 (4-37) 的 解析 解 。 

[ 例 ] ”求解 下 列 和 矩阵 Riccati 方 程 

-1 


。 0 0 0 
2 НР“ Pore s S) 
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өө өө; 2 po 


解 由 (4-4U) 式 ， 有 


Ф (t,0)=G(t,0) (4—44) 
0 0—1 0 
G= 1 БА | D (4-45) 
0 -1 0/2 
据 前 市 第 一 部 分 可 知 
P(t, 0) =еб (4—46) 


РНС RE е ' 的 计算 ， 需 把 G 化 为 Jordan 标 准 形 (或 
涤 用 和 矩阵 函数 的 定义 ;或 者 用 和 矩阵 函数 的 基本 公式 。) 
通过 计算 , 知 G 的 特征 值 A.,:= 二 1( 二 重 ); 和 ,4 二 一 1( 二 重 ) 


不 弯 因 子 ， d =1; d,=15; d,= 


Jordan 标 准 形 为 ， 
1 1 
l 
J= — 1 1 | 
| -1 
对 应 于 入 二 1， 一 1 的 特征 向 量 
1 ` 
VE | 
у _ 1 K 3 
1 | 
由 公式 ， 
(I— A)n, =n; 
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1; == (А — IAAD UGES 


(4—47) 


(К—1— 
I-A)n,= — 1 
Їз 


解 出 
| 一 
1, 一 “22 Е 
10 б aS 1727 
1 | 
一 1 


( 1 | 
P= F- 
innnan = 2 7172 5 . | 
《 2 JTH -VE 
f 2—2 
1 1 i 
| – 1 
1 
w . | _, | (4-48) 
4 | 2 
| | 2 +1 
" К (4-49) 
ТЕ (3-54) зе, m 
et їе! 
eli = e! 
et te! 
ë (4-50) 


再 从 上 但 (3-53) =, 15% 
Е Le рен р: М 
Р 可 得 状态 
; po 
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Qi Ф. Pis Pu 
_ 1 Фә Фә @s P24 
4 фз Paz Pss Ф 
Фа Фа Фаз ФА 
其 中 ， 
pı =2e!—te!+2e-!+te-! 
Фое іе ет – te! 
g, = — 3e! +te! + 3е* їе! 
g = ме ОЪ )te'r+ zeH -1)Фе”! 
gQ. =e- (4 2 —1)te!—e-!+(,/ 2 +1)te ! 
gQ, ,=(2— „/ 2)е'— (V2 —-1)tet+(2+ / 2)e 
-(Z2+1)te ”' 
Q, ое +(./ 2 ~ 1)te!-++ / pe-t+(./ 2 +1)te-! 
Pa, = —e!+te!+e t-te 
Pa = -e'+te' pe- + te! 
Фз =te' — te 
gp, Í = 2e' ~ te'+2e7'+ te`! 
Pa = —е'— (14/2 )tet-e-t+(./ 2 -1)te-t 
p, = — te! +te! | 
P = – е — te! +e !— te`! 
gp. |= -e+te te +te ' 
pa = EV 2 Jet 2 +1)te'+ (2 — 2 e 
+( 2 -1)te-! 
再 由 公式 (4-43), ЖЕЖ 2JP(0)=E=0, BLS Br Кіссац 
方程 的 解 ， | 


1) pa Paz 
P(t)=— 
. Ho Фаз | 


nM Piz 
da P22 


4 
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-1 
Pi Q, | 
Ф, Øz 


=" P32 
Pa Piz 
习 1 四 


1. 求 下 列 微 分 方程 组 的 通 解 。 
dx 


1 
dt = X: T xa | dx, 
4 | df = 2 
x 
(1) — =x HX X; (2) | dx, 
| dt 1 
ах» 
dt “Xt; 
ds, 
dt = — Sı +; 
ds 
(3) | qt = — 48135, 


2. 用 状态 转移 矩阵 求解 下 列 和 矩阵 微分 方程 。 
(1) R = AX 
MEI 始 条 件 和 (0) = ХЕ, 


x 1 x (t) | 
其 中 ， = X(t) p A= 


dX 
(2) Жор =AX- Bu(t) 


满足 条 件 X(0)= X, 
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其 中 
x (1) J 2| т 
i 
( x,(t) ' 4 3) | 
КШ 
Х у= s 
(с, 
(x (t) ] -6 1 0) 
(b) X=! x,(t) з A= —11 0 13 
ох); | —6 0 0) 
о 
u=] X= 0 | 
ЕЕ 
ах | 
(3) Ж t At) X 
боо 
满足 初始 条 件 X (0) =| 
\ =] 
的 解 。 | | 
其 中 Айу! 1 | х=! “©? 
Еч : ) == = 
2 t) X2(t) J 


3. 求 下 列 窍 阵 微分 方程 


d| xt | (E 11) x (t) 
(1) а 一 | 
X(f) | 2 і X(t) 
°) 可 X (L) | | Ó 1 
| dxat) J |е t 


满足 条 件 
ka | _!| 


的 解 。 
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ORES ГОХИ US RI 


ЖИЕ КЕПЕ УДАА ЕИ] GAR 
秩 〈 非 奇异 ) 时 ， 则 A-! 存 在 ， 并 有 关系 式 | 


А A=AA =1 (5-1) 
БУ, М» ЕМЕ УВ H 


的 解 ” 关 =A-18 是 唯一 的 。 
然而 ， 非 奇异 矩阵 只 是 矩阵 的 一 种 特殊 情况 。 实 际 上 ， 
我 们 经 常 遇 到 的 是 奇异 矩阵 或 长 矩阵 。 这 些 最 一 般 的 矩阵 显 
然 不 存在 满足 -DRÉI AA, 而 方程 组 (5~2) 的 
解 存在 的 充分 必要 条 件 是 | 
тапЕГА, В] =тапкА 
х, АРНАС 表示 为 
X =6С В (5—3) 
ШЕ? 这 个 间 题 的 回答 是 肯定 的 ， 我 们 可 以 把 道 矩 阵 的 概念 加 
以 推广 ， 使 对 任意 m Xn 阶 矩阵 和 4， 一 般 地 mm 天 4h， 且 有 有 任 音 
秩 都 可 以 建立 广义 逆 和 矩阵 的 概念 。 当 方程 组 (5-2) 为 相 容 
时 ， 其 解 可 以 表示 成 (5-3) 式 形式 ， 而 当 方 程 组 〈5-27 Ж 
不 相 容 时 ， 仍 可 以 用 〈5-3) 式 的 形式 表示 该 子午 方 程 组 在 一 
定 意义 下 时 最 优 近 似 解 。 因 此 ， 广 义 逆 和 矩阵 的 覆 礼 不仅 与 线 
性 方程 组 的 求解 问题 有 关 ， 也 在 最 优 控制 问题 中 有 用 。 
广义 道 矩 阵 的 理论 已 成 为 数理 统计 、 最 优化 理论 、 现 代 
控制 理论 和 网 络 理论 等 学 科 的 重要 工具 ， 是 矩阵 理论 在 最 近 
三 十 多 年 中 的 新 成 就 之 一 。 早 在 1920 年 ，Moore 首先 提出 奇 
f 163 . 


异 年 阵 的 逆 矩 阵 问题 ， 从 而 建立 了 广义 道 矩 阵 的 概念 。 后 来 
在 1935 年 他 又 对 广义 逆 和 矩阵 的 概念 进行 了 讨论 。1955 年 Pen~ 
rose 也 独立 提出 了 一 个 广义 闭 矩 阵 的 概念 。 实际 上 ， 这 两 种 
广义 道 矩 阵 的 定义 是 等 价 的 ， 因 此 称 为 Moore-Penrose 广义 
W,- 记 作 4*。 同 年 Rao 提 出 了 一 个 更 一 般 的 广义 道 矩 阵 的 概 
Z, ай, WFA. 广义 道 矩 阵 的 理论 在 此 基础 上 得 到 
727538, HWE EATIS FER. 
本 章 着 重 讨 论 44- 与 4 及 其 在 方程 组 求解 中 的 应 用 。 


第 一 六 PARERA NNA 


—. HII 5 ПШ 

EIET EEA ZAT, Ж 谈 谈 满 秩 长 矩阵 的 右 
й, EANES. 
定义 1 REM 


ooonoooooooneooss (5—4) 
т a, ... а nn 


如 果 ， ати, 有 rankA т; 或 штп, 有 rankA 
=n, MIATT K ERE RK El, 前 者 称 为 行 满 秩 ,后 


ФИЙ. 

ТОШЕВ НС RF in T BE t. 

性质! тапк(ААТу=т (4 一 [ai en з MSN) 
C | | | (5—5) 
性质 2 тапк(АТАу= п (А=(а), up т2н) (5-6) 
м 


定义 2 ” 设 人 4 是 行 满 秩 的 mxn 阶 实 长 矩阵 (тїп), Р 
在 一 个 4&X 王 阶 矩 阵 G， 当 G 右 乘 4 后 得 到 一 个 站 Xmm 阶 单位 抵 
БЕТ, р 


АС =1 ‚. 05-7) 
ШСЖ АНИЙ, HEA. ЯН 
АА =1 БИ ‚ (5- 8) 
XH (5-5) RAL, ЖАА 是 普通 的 满 秩 方 阵 ， 故 有 : 
(ААТ) (AAT) = (ААТ) (AAD) “=I (5-9) 
Ней х, f$ 
AR = АТААТ) ~ Е (5-10) 


定义 3 ” 设 4 是 列 满 秩 的 mxm 阶 实 长 矩阵 (m>>n)， 若 存 
在 一 个 nxXm 阶 矩阵 G， 当 G 左 乘 4 后 得 到 一 个 n Xn 阶 单位 阵 ， 
Вр ИИН 


GA=I Е Кш 
ШСЖ ЈА АЈА, HWFA. БОЗ. т 
Ат: А=1 | G- -12) 
Lh (5-6) 式 知 ， 乘 积 4!4 是 普通 的 满 秩 方 阵 ， 故 有 :，. 
(АТА) (АТА) !=(ATA) (ATA) =] (5-13) 
由 左 逆 定义 ， 得 : 


Ас == (АТА) -!АТ ии (5-14) 
必须 指出 ， x | 
1° 对 于 行 (或 列 ) WE tm x nr ИШЕ A, Emeni 
Ax! 和 Az! 不 可 能 同时 存在 。 仅 当 т=п], Ar MAT AE 
Ki пика 
2° {1 RI ВЕРЕЯ 或 左 道 ) 并 不 是 唯一 
的 ， (5-10 (或 (5-14) 式 ) (ХАРА 01 REW) p 
的 一 个 。 下 面 给 出 和 矩阵 4 的 右 着 (或 左 逆 ) 的 一 ил. 


| TE Q EFREA=Ca,;3 
В 10 90) — 5 ACTS TN ЛЕ 

С=У АТ(АУАТ) -! (5-15) 
Яң, V E$ rank САУА?) =тапкА 成 立 的 任意 nh 阶 方 
EE. 

证 明 НА2 36 (5-415) 式 两 边 ， 得 
AG = AV AT ( AV AT) `’ 

н Frank (AVAT) =rankA=m, Fi САУАТ) E РЕ, 
因此 ， 有 


пхп, HrankA=m, | ЕА 


(AVAT)(AVAT)-1=] 
于 是 
С=УАТ(АУАТ) -! 
ЕА Ну АЈА sÑ, 
由 于 满足 rank(AVA1) =rank A =n t t ШЕ V ZŠ E. m: — 
的 ， 所 以 右 逆 GG 也 不 是 唯一 的 。 
还 应 指出 ， 若 当 V 一; 时 ，(《(5-15) 式 就 变 成 | (5-10) 
yk I 所以, (5-10) 式 所 表示 的 右 道 Ax! 是 G 一 VATCAVA') ~! 中 
的 一 个 。 | | 
同 理 ， 可 以 给 出 矩阵 4 的 左 逆 的 一 般 下 这 式 ， 
G=(ATUA) ATU (5-16) 
# h, URHE X зхтапк(АТСА) =rarkA =n ВЕ бт 阶 
方 阵 。 
(Ий EF 
4-| | 2 -1 | 
0 —1 2 
RAHA. 
解 EArankA=2, PARITARE., Е (5-10) 2, 
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可 得 


1 0, | і 06° 

-1 — AT T、-1 — 1 2 -1 _ 1: 
А» =A (АА) = 2 li 0 -1 2 | 2— 1 
-1 2 -1 2 


-1 2 
若 选 择 
1 0 O 
V= 0 1 0 
0 0 O 


显然 满足 rank(47AT) 一 rankA 一 2， 故 由 (5-15) A, 可 求 
出 4 的 另 一 个 右 逆 ， 


1 0 O 1 0 
улау: 1 0 | 2 -1) 
0 


0 0 0 
1 2 
0 0 

(2) W SEE 
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ЖА Y, 
&L &тапкА=<2, А Т АЕ, H (5-14) 
式 ， 可 求 得 | 
1 23 
Ыр 2 1 2 | ; 2 | 
211). | 211 


ч 


若 选择 
[1 00 
v=o -10 
0 00 


= тапк (АТОСА) =тапкА =2, 9 (5-16) 2%, =] @ АВ) 


(1 0 0 12 N”! 
121 1 
отоло K — 1 i £ | 
211 
5 0 00 11 
1 0 0 | 7 
Ен 
0 


0 0 


К [| 一 2 š 7! o) 
0 3 -1 0? ËU 2 -10) 


е 168,• 


1211 
211 


对 于 满 秩 的 长 矩阵 4， 当 其 右 道 为 414 一 4 (4A4 )-1( 或 
EA = (АТА) 4) 时 ， 显 然 还 满足 下 列 四 个 等 式 ， 


(1) АА! A= =A (RAAL =A) | (5-17) 
(2) А АА! = А! (RAL AAT 一 AT ) (5-18) 
(3) (АА;!)Т=АА;! (R (ААТ !)Т=ААТ! (5-19) 
(4) (А5! А) =A; A(R (ALA) =A A 5-20) 


但 是 右 道 REA) 的 一 般 表达 式 С УАТ(АУА?) (ж 
=G UA АТО) 只 能 满足 (5-17) 式 和 (5-18) R. 

二 、 广 义 尖 和 矩阵 A -的 定义 及 其 一 般 表 达 式 

前 面 我 们 已 对 满 秩 长 矩阵 4 的 在 道 〈 或 左 道 ) 进行 了 讨 
论 。 下 面 还 要 讨论 非 满 秩 长 矩阵 A 的 逆 答 阵 问题 。 

定义 4 设 A 为 mxn 阶 实 和 矩 阵 , R rankA=r=<min(m,n), 
车 存在 nxm 阶 矩阵 A-， 满 足 和 矩阵 方程 

AA-A=A ` (5-21) 
MAAHERRA AERE, Eg., 

下 面 将 证 明 满 足 (5-~-21)〉 式 的 g 逆 不 (НЕЕ, 8—0 
说 来 不 是 唯一 的 。 

若 当 rankA 一 "一 由 (或 hn) 时 ， 即 矩阵 A 是 行 (或 列 ) # 
Жи, ERAR (Аг!) 就 是 A 的 一 个 8 И AIAR! (或 
Ат 2 显然 满足 (5-217 式 。 

$ 4rankA=r<min(m,n)ký, 这 类 非 满 秩 长 和 矩阵 总 存 
在 一 个 满 秩 分 解 ， 即 是 总 存在 m xr 阶 的 列 满 秩 阵 C 和 rxn 阶 
的 行 满 秩 阵 Dji 使 得 

= A=CD 
AIE, BARECH АИС рир р', Н. 

А- =рі'Ст! (5-22) 
这 就 是 4 的 一 个 g 逆 。 
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《5-22) 式 可 用 定义 4 验证 BR 
AA-A=AD:;1C;1A=CDD:;1C; CD=CD=A 
这 样 ，〈5-22) 式 就 具体 地 给 出 了 构造 4 的 g 逆 的 方法 。 下 面 我 
们 将 进一步 给 出 g 逆 的 一 般 表达 式 ， 并 阐明 5 首 的 不 唯一 性 。 
定理 2 18 ASC, 0. A EASA, H 
rankA<<min(m,n), 则 A 的 8 遂 的 一 般 表达 式 为 ， 


С=А-+0-- А-АЈАА- 005-23) 
或 G=A +V(I— АА) +(1-АТА) W (5-24) 
Жр; A АШКЕ —1-ай, 10, У, W E А} 适当 阶 数 的 
Ж kE eE Ç 


证 明 由 (5-21)7 式 ， 可 得 
AGA=A(A---U—A-AUAA-)A=AA-A-AUA 
—AA-AUAA-A=A+AUA—AUA=A 
或  AGA=A(A---V(I— АА) + (I— A-A)W)A 
—=AA-M-A+AVA—AVAA-A+ AWA—AA- AWA 
=A+AVA—AVA+AWA—AWA=A 
从 而 ， 就 证 明了 (5-23) 式 和 (5-24) 式 都 是 4 的 g 逆 。 由 于 U, 
Y， 人 可 以 任意 选择 ， 故 8 道 不 是 唯一 的 。 | 
下 面 再 证 明 (5-23) 式 ，(5-24) 式 都 是 A 的 8 逆 的 一 般 表 
达 式 。 
设 G 是 4 的 任何 一 个 g 递 有 
O=A(G—A-)A—>G=A-+(G—A-) 
—A-A(G—A-)AA- 
© U=G 一 A-， 即 得 
G=A-+U—A-AUAA- 
恒 成 立 。 
又 (5-23) 式 和 (5-24) 式 显然 是 等 价 的 。 
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事实 上 。 若 令 U=V(1- AA-)+(I— A-A)W, TEA 
AUA=AVA- AVAA-A+AWA-—AA-AWA 
 =AVA—AVA+AWA—AWA=0 
所 以 | 
A-+V(I— AA-y+(I— А-А 
=A-+U=A-+U - A-AUAA- 
这 就 证 明了 可 由 (5-24) 式 ， 得 出 (5-23) 式 。 
反之， 出 于 
A-+U- A-AUAA- 

=A-+U(WG — AA- + (1— A-A)UAA- 

取 V 二 U0U，W 二 UAA~， 则 由 (5~23) 式 得 出 (5-24) 式 。 从 而 就 - 
证 明 (5-23) 式 与 (5-24) 式 的 等 价 性 。 由 此 也 证 明了 (5-24) 式 
也 是 4 的 g 逆 的 一 般 表 达 式 。 

如 果 A 和 是 WADE, M AASA, FERN (E23) RAG 
-24V AA И ДЕ УНШ E BJ MF By. НАГ, OA ER 
是 普通 逆 和 矩阵 概念 的 推广 ， 而 普通 раеннай 
“U SF PK IE OD 

定理 3 1 

А = La; 0..3 B=(1b,;3,,, 
4- 是 矩阵 4 的 一 个 广义 逆 和 矩阵 。 等 式 ; 


ВА-А =B | (5-25) 
成 立 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 矩阵 只， 使 得 满足 
B=DA ` (5-26) 


证 明 充分 性 是 显然 的 。 必 要 人 性 如 下 证 明 ， 
设 BA-A=B, W D=BA- Bf 3 A 
m DA=BA-A 
所 以 DA=B 
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这 就 证 明了 使 (5-25) RE MEJ EED S: fF fE HJ o 


1° #BS=(b; ms W (5-25) 式 就 变 为 
АА-В=В | 
相应 地 (5-26) RZJ: 
B= Ар 
2.2 设 


1 


b 
s= |: rh, b= Cba ba = Б 
: G=], 2, А r) 


G, 

A= K ЖЮ; а, = (а, a,, а, „) 

J | : I (ї==1, 2, ‚ m) ` 
7, 


2 2m 
Р = 
d, d,» й, 
由 (5-26) 式 ， 有 
(b) da у (а 
b, d,, ,, а, m а, 
b, б d,, d, a, 
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所 以  b,= у аа, (ї=1, 2, +, r) 
说 明 召 的 所 有 行 向 量 都 是 4 的 行 向 量 的 线性 组 合 。 类 似 地 ， 
B= АР, В 48 21) [я] ААУ 8] BL BJ R {Н Ç 
因此 ， 定 理 3 就 等 价 于 下 列 定 理 。 

定理 4 等 式 BA-A=B 成 立 的 充 要 条 件 是 ，B 的 所 有 行 
向 量 都 是 4 的 行 向 量 的 线性 组 合 。 (或 者 说 ， FRAA-B=B 
RAITER [ТЕ Ж: BAASE 是 4 的 列 加 量 的 线性 
组 合 ) 。 | 

定理 3 和 定理 4 说 明 ， 在 一 定 条 件 下 ，4A4 与 4A- 4 ж” 
一 个 普通 的 单位 矩阵 。 即 是 说 : 4 就 象 ” 是 A 的 普通 逆 矩 
阵 。 | Е 

=. ГУЖВА 的 性 质 


性 质 1 (A) = (AT)- | (5-27) 
EARI g: АЈ E: 55 A FJ ЈЕНЕ. 

证 明 由 定义 4 АА-А = А ` 
于 是 ， 有 (AA-A)T=AT, BHAT(A-)TAT= А? 
故 (АТ)- = (A-J 

#2 А(АТА)-АТА = А | (5~28a) 
或 АТА(АТА)-АТ = AT (5280) 
即 (АТА) -АТ Ану gue, К А(АТА)- ЖАТИ 4 g, 

证 明 因为 ， 


СА(АТА) -АТА ~ АЈТСА(АТА) -АТА – А) 

= ГАТАС(АТА) -ЈТАТ – АТЈГА(АТА)-АТА – АЈ 

= САТА(АТА)- – САТА(АТА)-АТА — ATAJ 

= (АТА(АТА)- – ГЈСАТА – ATA) = 0 
НР СЕ ЖН ЖС, ЕСС = 0， 则 必 有 C = 0。 故 有 
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A(ATAJ)-ATA- А = 0 
从 而 得 到 (5-28a) 式 
ACATA)-ATA=A 
ЖЯ] (5-28a) 式 两 端 转 置 ， 得 
ATA(ATA)-AT=AT 
性 质 3 АСА = 4 的 充 要 条 件 是 ， 
АТАСА = АТА | 
证 明 必要 性 БАСА = А, IAF {Н 
АТАСА = АТА 
充分 性 ， 设 A'AGA = АТА, TA 
АТАСА – А?А = (0) 
上 式 两 边 左 乘 (GA) -7 得 
((GA)I— САТАСА —– АТАЈ = 0 
СССА)Т 1) АТАСА ~ АЈ = 0 
ССА) ТАТ АТЈСАСА АЈ = 0 
САСА – АЈТСАСА ~ АЈ = 0 
有 AGA—A=0 
故 АСА = А 
性 质 4 rank(A-)>= rankA 
即 是 A- 的 秩 不 小 于 A 的 秩 。 
证 明 根据 线性 代数 知识 ， 侈 卸 阵 
А = CD | 
则 有 тапкА <тапкСтапкА <тгапкр 
由 于 АА-А = А 
于 是 有 тапк(АА-):>2гапкА, УЫН 
rank(A-)=rank(AA-), 
| 所 以 rank(A-)>rank(AA-)>rankA 
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(5-29) 


у rank(4-) 之 rankA 

应 该 注意 ， 对 普通 的 满 秩 方 阵 A, g (4-0)-:= A, {Н 
对 于 g 逆 一 般 不 存在 这 种 关系 式 ， 就 是 说 对 奇异 方 阵 或 长 矩 
BE, Ажа Жануа, В (ATAA, H, ХР И 
的 一 个 子 集 可 能 具有 这 种 反射 性 质 。 下 面 给 出 “反射 5 2⁄7 B 

定义 5 Сй&пхт Ж, ШЖ E 

АСА = A#rIGAG = С 
则 称 G 为 A 的 一 个 反射 9 逆 ， 记 作 
G= А5 

显然 ， 它 是 8g 首 的 一 个 于 集合 

由 于 A 的 反射 g 谤 是 ЕНА САС = G 限 制 而 得 出 
的 ， 故 满足 反射 性 质 CA-)- = A | 

行 满 秩 阵 的 右 逆 和 列 满 秩 阵 的 左 首都 是 4 的 一 个 反射 
817. 

ЕАН Е ААУ, ШС = 4-44- 是 4 的 一 个 反 
Яа, ШС, С, ААК 1007430, ШС,АС, 8 
Айу Б ВТЕ Ç 


І. TZERA ВИЖ 


1° ШЕКЕ 

>J T uk P” 3 BE M BE BJ SF 35 JER, 先 介 绍 和 矩阵 的 满 秩 分 
解 ， 它 是 和 矩阵 理论 的 基础 知识 。 

定理 5 信和 矩阵 入 = Са, J... НтапкА =r<min(m,n), 
则 经 过 有 限 次 初 守 行 变换 可 把 4 化 成 
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ИННИ т 
0 №0) 0 0…000…00 O … 10 ; 
其 中 ， 1=К<К,<-+<К,<п, 水 号 的 元 素 不 一 定 是 要 


A. 中 第 K, 个 列 向 量 为 ; 
/ 0 


0 
1 | 第 i 个 分 量 Gi=1l, 2, +, Fr) 
0 


1 


ЦЕ ВЯ ту тапк А =r > 1 
(Ql а,» ... ain) 


е„ = 


,二 La a, а.) 


ПАН — 42 [向 量 为 ， 


lik, 


Azk, 
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jika, 0, KEMEM 互 换 后 ， 再 把 第 一 行 次 以 


1 “| { 
а? 但 
ту (k) 
0…0 1 ж-з ж 


РЕРРФ ФЕ b. + i. ... š k. ük... ето в 


0..0 Ang, жо ж. 
用 一 a;s, 乘 第 一 行 加 到 第 j 行 О=1, 2, =s m JAD) 又 用 
一 0, 乘 第 一 行 加 到 第 1 行 ， 符 


(k) 
omo 1 xee% kk N 
0 --0 0 жж | знн... | 
ЖРТ | ........ | ЉА = ж... Ж | 
0...0 0 1 ж. ж | x ......... | 
eesensesesso | ......... > + q n= xn- 


0-0 1*- kO ж-ж ` 
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如 此 继续 使 用 此 法 ， 经 过 有 限 次 初等 行 变 搞 后 就 能 把 4 化 
为 A 。 
定理 8 iZA=(a,l,  HrankA=r<min(m,n), REJ 
ТРА ГЕ: 分 解 САНД КЖ ОЛО 
 А=СРр 
其 中 ; C Bm xr; ВЕ, Ойкхпр mE, ° 


rankC=rankD=—r/ 
证 明 由 定理 5 ，A4 通 过 有 RA ) Kass 变换 可 化 成 A.， 
JA h Huk, К, Kk. Z| 71] Ega., а, ,al ,线性 无 关 。 
因此 ， 有 | 


А 

| 

| я 

Б 

б; | 
~ | “| ~ 
a, =: ly = Li as Harta, + 1,8, 

0 


Иш, 1=р=к; j=1, 2, +, п 
于 是 а= 1а, ft, a, 1 1а, 
取 C=T(a,, Qko +, G,,l,.., 

由 rankC 一 r， 把 4 ,中 的 前 r 行 取 为 D， 


Вр 
(0% 1 жож O жузж O жож 
0 


+00090 xek 0 ktk 


D= 998. ЕЕЕ 
10...00 0...0 0 0 +. 0 1 ж.ж 
则 有 ranxkD=r, Оц 55 J 2] IB] 8: 
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тха 


ган 
|. | P 行 
1 x = p< J=] 2, "°° п) 
=: pi |. ( 1 <<p=<=r; 9 
! . 
К! 
рр 
"U 


-十 EL Cb,=(a,, Пк vo" Akr) x 17 
АБ. 1 


{ 


=l, ы йыт dl, a, =a, 
i ”CD 一 C[b，b，… o, ,J=(Cb, Cb, …(Cb,] 
=([a, a, =+ a )=A 
ҖЕ p| i BA ЯП faj ЖК ЭН РЕСП D 
2014 
0102 
2—1 1 2 


CH3 A= 


| ‚А =rankC=rankD 
sË £B EC A=CD, ҢтапКА =ran 


解 ” 对 A 用 初等 行 变换 
2014 2014112014 

А= 0102 00102 ©0102 
2—1 1 2 2014 0000 
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| 102 2 1 
= 0102 =A, 
0000. 
ШтапкА = 2，4 的 一 ， 二 列 线性 无 关 
| 2 0 | 
于 是 取 C= i! 0 1 | 有 rankC 一 2 
2 一 1 
10%2| 
ото 2 有 rankD 一 2 


і 


p= | 
而 且 A 二 CD x 
上 面 的 两 个 定理 对 初等 列 变换 也 成 立 。 因 此 也 可 用 初等 
列 变换 求 4 的 满 秩 分 解 。 


 [8J4J 15 
10 3 
А—|2з0 
111 


Ят Сир, {#А=СО, HrankA=rankC=rankD 
解 ” 对 和 用 初等 列 变 换 


103. /10 0 тоо 10 0 
A= азо 123 0) 220 шї, 


111 1 1 —2 110 01 O 
10 0 100 
5 а 01 ото =Z 
03 0) ҳҳо, 
ШтапкА= 2,7% 中 的 一 ， 二 列 线性 无 关 
10| 
于 是 取 Сә= 01 有 TankC 一 2 
кк 


D | 193 ] 
=. 2301 #rankD= 2 
而 且 A=CD 

注意 ，4 的 满 秩 因子 和 矩阵 C 和 刀 不 是 唯一 的 。 还 可 以 混合 
地 利用 初等 行 和 列 变换 来 解决 满 秩 分 解 的 问题 。 

W AERE A=(a,;l,. ns ErankA =r<min(m,n)#J F zJ Ж 
行 和 列 变换 ， 总 可 使 得 

A =PAQ (5-30) 

Hh, P, Ой 为 初等 变换 阵 〈 起 初等 变换 作 A EBE) 
都 是 满 秩 方 了 泗 ， 而 | 


Au чо. 0 px cn~r) | 


ka. 
аа 


0 (т-ту x Fr 0 (m— r) x (n — r) 


H (5-30) Ж, 9295 


_ А m" | 
a-pa очер 0, о ! (5-31) 
(о-у х бв) 
把 A 分 解 为， 
(Аг)... | 
А = — -~ ~- ((A,7)..,10,. a - 53 
Е 0 (m ғ) x r 


其 中 ， A,A, =A, НА, A1 都 是 rxr 阶 满 秩 方 阵 。 当 
然 分 解 人 ,为 两 个 海 秩 阵 的 乘积 不 是 叭 一 的 。 最 简单 的 分 解 可 


- 
E. 


ŞA, = А, А” =I 
这样 


(Ж. | 
А= Po mun Demen. СІ, i 0 raine dO nan 


| 0 (moriar 
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Po ` 


右 取 Cna, = Р" К | D,..=[T 1! 0JQ (5-32) 
0 ) 
ШС, О АНК АЕА, EU 
А = CD 
(120 
[ 例 5] 6 A= | 00 2 
t240 


R EOR LEEA- o 
解 ” 因 为 rankA = 2， 对 4 作 初等 变换 〈 行 和 列 变换 )， 


令 初 等 变换 阵 
1 0 0. (100 
P = бо) o= oo 1 
\—2 0 1 010 
ББ КИ АК РОМ 
MAPAQ = 010002] 001 = 020, 
—201/\240;\010/ \000 
10-2 
H О,=|0 1 0 
о O і; 
тоз то -2, /100 
MJ РАО,С,= 020 101 0920) 
ооо (оо 1 000 


_ f 100 
所 以 Д-га 020, 
000 
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A м\ TH w. 


` I 


20 1 
1005 /10 -2 1 0 
о-оо f 00 1 01 о |= оо 
010 00 1 0 1 
| 100 | 120 
因此 ek о, o= он ] 
201 010 
100 1005/1205). 
于 是 кеда е (ало оза но | 
| | 201 000/\010 
10 | 
эя zeloz] 
应 用 公式 〈5-32) ， 得 到 4 的 满 秩 因子 
É 0 |: 10 
С=Р-Ч...|=| 010 |102 |= 0 2 
0; 1201/50 0 20/7 
| | 100 120 120 
Р=(! 020-0 Јон -on ,| 


010 
则  A=CD | 


利用 (5-10) 式 和 (5-14) 式 ， 得 


z 10 | 
-让 | Ж у, 
в p 2 0 $ г = т | 
020 
0 5 М 


再 利用 (5-227 了 = 9 得 
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\0 20 


| 10у, ‚102 
A- = D vpzo sal 29 | 6 Egz 
_ 25 
№24} ЗН. ОЛЧА ДНО, (ЛЫК | 
H: K BU р ТЕО И | Moore-Penrose /~ | 
AE. RARAN RB Ен оне, | 
2 祝 等 行 、 列 变换 法 | 
ОЛЕ А = Са, ых» B tank A =r<min(m, п) АЙ: 
初等 行 、 列 变换 后 ， 总 可 以 把 4 写成 以 下 分 块 矩 隆 形式 : 


(5-33) 


ч? MV 


A er x rb r 阶 满 秩 方 阵 , An, A, ,4 是 满足 条 件 


~ ~ -lr | | | 
А, =А; А, А, 6-80) 


的 适 ак жш, 


(5-35). 


А = PAQ | | 
жи ax св-во, TUME 


Б (í оф О | | 
ЖА 的 一 个 广义 逆 。 ` 
因此 ， ЕН 65- -35) 式 ， 有 | 

| A=P-!A Q-1 
可 以 验证 | | 
А- = (Р-! AQ-1)- = ФА -P 
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з „ү 5 5 
En azoli .0 Р А (5-37) 


.0 0 
[ 例 6] RER 
0025 
110 
A= 001 
| 111) 
求 广 义 道 答 阵 A-。 | | 
解 . 由 于 rank4 = 2， 对 4 帮 初 等 行 、 列 变换 ， 得 
| 20 | 0 | x Е 
01 x 1 
z 
| 


HRE (5-34) =š, 
i [2000 
从 而 А. = 0100 
10000, 
{1000 
0100 
0010 
0001 


| 001 
y Q=| 010 
I 100 
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00 1у/4000 /1000 
-oz 0100 отв 


100/ 00007 0010 


0001: 
10000 | 
ооо 


3” 初等 行 变换 法 
BEREA = (a, ә, BrankA=r<min(m, mi) 总 可 以 帮 
初等 行 变换 ， 化 A 为 如 下 所 示 分 块 和 矩阵 | 


Аф, Сйгхп ТЕ, ВЕ (т-г) хит, НЕ 
· ВС':С =B | | 
则 А-=(С; 10) (5-38) 
是 4 的 一 个 g 逆 ， 且 具有 反射 性 质 (读者 自行 证 明 )。 _ 
对 4 作 初 等 行 变换 等 价 于 左 乘 初等 变换 阵 P， 即 
| А =РА 
于 是 A=P-1AÁ 
可 以 验证 
A-=(P-14)-=A-P . | (5-39) 
显然 ， A- 是 A 的 一 个 g 首 ， 且 具 有 有 反射 性 质 。 
СТ) 设 和 矩阵 


A= 


-186e ` 


РГА, 
解 ” 因 为 rank4 一 2， 对 4 作 初等 行 变换 ， 则 有 


«i. sih 


Í 1 0 0 Г 
0 1 0 (° 0 1 
А = 一 一 一 一 一 ; P= { 0 0 
‘0 2 0 9 1 0 
(1 0 o) 
С=\, 1 о/з В=(0 2 0) 


H (5-10) &, 得 


Ci 一 CT (CCT) ~ | = 


/1 0 
-| 1 Í гоо 
o 0110.10 |, 


— TaT 
© ҥш 
со m Ф 
— 
| L 
——. 
ч о p 


Н ўй =. 
| ВСС = В 
再 由 公式 (5-38)， 得 
| I 100 
Ас=(С;110)=|010 
| 000 
| 100\/ 001 001 
rawa = | 01 КР 100 
000 010 0 0 0 


4° 初等 列 变换 法 | 
设 和 矩阵 А = (а; Оха НтапкА =г<тіп(т, и), Аар 
作 初 等 列 变换 将 4 化 为 下 列 分 块 矩 阵 
ә 187 • 


A= CB o Е 

其 中 : C 是 列 满 秩 的 m хг ЛЕ, B 是 mx (пг) ЗЕН, Н | 
MECC B =B, 则 可 以 验证 

Ст! 


(5-40) 


是 A 的 一 | 827, BEF SHE А о 
НРА ЯУ IER, їн 4 TAS S 328 Q, a 


| А = == АО 
则 有 А= А0 


可 以 验证 4- 一 (А 7 o-3-= gA- (5-41) 


ZA, А- 的 一 个 ， 且 具有 反射 性 质 。 
Сів) a | 
| | 001 
4 [110 | 
110 
ЖГ LAERA, 
解 因为 ank4 一 2, Аре 213648, 得 
10 | | '001` 
" му I 0 1 i 1 t . . 
A= , 1i] os oe 
t | 100 
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m 


КОО 
r100} (£ À [4100] 
Сіз = (CTC)! Сї = Ё 11 | 01 0o11] 


| | 0 1 


| / 1 0 0 
7 о 1/2 | 
日 满足 CCi1B=B 
再 由 公式 (5-40)， 得 
| сү \ (1 0 0 
_ | 0 1/2 1⁄2 
0 lo 0 0 


мый чыч. чрни 


001 10 0 
| 010 0 1/21/2 


А-=0 А- = | 
4100) \1 0 0 


000 
01/2 1⁄2 


1 0 0 
第 二 节 кл AWA 解 线性 方程 组 


二 、 相 容 线 性 方程 组 的 一 般 解 
сер UEA = Са, Das 如 果 线 性 方程 组 ， 
АХ = В 006-42) ^ 
д, MM Х= А-В. Í | | 
必 闪 性 方程 组 (5-42) 的 一 个 特 解 。 | 
'X=A-B--(I— А-А)С И ' (5-43) 
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是 线性 方程 组 (5-42) 的 一 般 解 。 

其 中 ，4 -是 4 的 任 一 个 g 逆 ，C 是 和 和 同 维 数 的 任意 向 量 。 
” ŠB 因为 4XK= 了 3 相 容 ， 故 必 存 在 一 个 n 维 向 量 W， 使 
得 

Ау = В 
 XHA- ЖАН — ай, Н 
АА-А= А AA-AW = AW 

TE, Ж АА-В = В | 
故 X=A-B 
即 是 方程 组 (5-42) 的 一 个 特 解 。 | 

再 证 X= (I— A-A)C2:AX = 0k] — 般 解 ( 即 通 解 )。 

设 KCA) 表 示 4 的 列 向 量 所 生成 的 闵 维 线性 空间 的 子 空间 * ` 


”因此 由 4 的 行 向 量 所 生成 的 n 维 线性 空间 的 子 空间 ， 可 表示 为 


”A(47)。 在 n 维 线性 空间 中 ， 和 子 空间 4(A7) 重 直 的 一 切 向 量 
组 成 的 线性 子 空间 叫做 Сава 空 间 ， 记 作 0(A47)。 
则 有 
АСАТ) оСАТ). 
显然 ，AX = ,的 所 有 解 向 量 所 组 成 的 解 空间 是 LCAT) 的 正 交 . 
补 室 间 0( 和 47)。 下 面 证 明 p(A4 ) 的 正 交 补 空间 是 (I 一 —A-A)C, 
由 于 
A(I—A-A)=0 
有 A(I—A A)C=0 ` 
于 是 内 积 
(D, A(I—A- A)C)=0 (руйт цан 
因此 ， 有 
DTA(I— A-A)C = 0 
或 (АТр)Т(1— A-A)C=0 
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写成 内 积 形 式 ， 有 
(ATD, (I—A-A)C)=0 

HA, (I— A-A)C5SATD# К, ШАТРрЄЏ(АТ), X H+CE 
任意 n 维 向 量 ， 所 以 (I 一 A-A)C 就 构成 了 4k(4 ) 的 正 交 补 空 
Eo Ви 2 SRAD EZ? 25 间 是 唯一 的 ， 所 以 
o(ATy= (1 А-А)С, #Х = (1— 4 -4)C 是 齐 次 方程 组 4X= 0 
“的 一 般 解 。 

非 齐 次 方程 组 АХ = B 的 一 般 解 ， 是 它 的 任 一 特 解 及 其 
对 应 齐 次 方程 4X = 0 的 一 般 解 之 和 。 
故 有 Б | 
 K=A-B+(I—A-A)C Ina: 

这 一 定理 说 明 ， 一 个 相 容 线性 方程 组 4X= 3 的 系数 矩阵 
4 无 论 是 方 阵 还 是 长 矩 阵 ， 满 秩 的 还 是 降 秩 的 ， 都 有 一 个 标 
i 准 的 求解 方法 ， 其 表达 式 即 为 (5-43) 式 。 这 是 一 个 对 线性 方 

程 组 理论 的 重大 发 展 。 

求解 线性 方程 组 AX = В, 只 需求 得 4 的 一 个 8 着 A-， 就 
可 由 (5-43) 式 ， 得 到 其 通 解 。 因 此 ， 求 4- 就 是 求解 相 容 线 
| 性 方程 组 的 一 个 重要 步骤 。 RA- 的 各 种 方法 前 节 已 作出 
介绍 。 

(5-43) 式 又 是 相 容 方程 组 4X= 了 3 的 通 解 的 一 种 表达 形 
式 ， 此 外 还 有 一 种 表达 形式 。 

定理 2 ” 相 容 非 齐 次 线性 方程 组 4X= B 的 一 般 解 是 

X=GB : (5—44) 
H G=A-+U—A-AUAA- 

G= A-+V(I— AA-)+(I— А-А 
U. V, Маи AE ÉE ç 

证 明 上 面 G 的 两 个 表达 式 就 是 本 章 第 一 节 定 理 2 中 的 
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(5-23)》 式 和 (5-24) 式 ， 二 者 是 等 价 的 ， 故 只 要 用 其 中 之 一 
来 证 明 本 定理 即 可 。 现 用 后 者 ， 即 | 
 G=A-+V(I=AA-)y+(I—A-AW 
来 证 明 。 | | | | 
”由 第 一 节 定 理 2 知 ，G 为 4 的 8 道 ， 故 X= GB 为 方程 4X 
=B 之 解 。 | 

又 车 取 V =0, WB = с, 即 得 
| X = GB = A-B+ (I— A- A)C 
骨 公 式 (5-43) 可 知 ， 上 式 就 是 方程 组 4X = 的 一 般 解 。 
二 、 相 容 线 性 方程 组 的 最 小 范 数 解 ._ 
相 容 线性 方程 组 4X=B 的 所 有 解 ， 可 表示 为 X=GB， ` 
其 中 G 是 4 的 8 道 。 一 般 地 ，8 北 有 无 穷 多 个 ， 所 以 解 向 量 玉 也 
有 无 穷 多 个 。 有 必要 讨论 ， 是 否 存在 与 BE 关 的 某 些 特殊 8 
道 ， 使 GB 和 其 它 的 解 相 比较 ， 具有 最 小 范 数 (指向 量 的 2- 范 
Ж), B Е | 
| | GB | < 124 (56-45) 
Ж, XE AX = B 的 解 。 | | 
”对 此 ， 我 们 有 下 面 的 定理 
定理 3 设 G 是 A 的 g 逆 “GB 在 相 容 线性 方程 AX = B 的 一 z 


“” 切 解 中 具有 最 小 范 数 的 充 要 条 件 是 ， 


AGA=A 及 (GA)?=GA | (5-46) 
证 明 因为 4AX= 了 3 的 通 解 是 GB 十 (I 一 GA)C，C 是 任意 
МЕ, СВА Е, MAC 和 一 切 与 4 构成 相 容 方程 
HARP, 有 | 
CECEN | 6—1) x 


或 | [GAD] <||GAD+ I—GA)C|| 
jan С B=AD + 
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因此 ， | | 
(GAD,GAD)2<(GAD+ (I—GA)C,GAD+(I—GA)C)š 


5 (САР, GAD)< (GAD, GAD)+2(GAD, G 一 G4)C) 
+((1—СА)С, (1—СА)С) | 
ЖЕ 0=((1—СА)С, (I—GA)C)+ 2(D, (СА) СА) 
C) 由 于 上 式 右边 第 一 项 是 向 量 (I 一 G4)C 的 范 数 平方 ， 便 大 . 
于 或 等 于 零 。 于 是 以 上 不 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 ， 
(GA)T(1 一 GA)=0 (Рр, СЖ) 
从 而 (GA)T= (САСА ”两 边 转 置 ， 得 
СА = (СА)ТСА ` 
比较 两 式 ， 有 (GA)T = GA 
这 就 是 定理 的 必要 条 件 。 
充 分 条 件 易于 证 明 ， 请 读者 上 自己 证。 
我 们 把 和 = CGB 中 上 共有 最 小 范 数 的 G 称 为 最 小 范 数 9 地 
ША 
EIA, А. Ана 道 受 (GA)T= GA 限制 的 一 个 子 
集 ， 最 小 范 数 8 逆 并 不 唯一 ， 但 相 容 方 程 组 的 最 小 范 数 解 是 
唯一 的 。 . | 
定理 4 相 容 线性 方程 组 AX = B, 具有 唯一 的 最 小 范 数 Ç 


Eat 
Na 


К 需要 先 证 明 公 S3 (5-46) 与 下 式 等 价 。 

| САА? = А? | (5-48) 
ЯЛДА GT, 49 | 

| GAATGT = ATGT 

` BH G4(G4)7= (GA)?” 148 

ШЖ (GA) T=GA 将 此 式 代入 (5-48) 式 
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得 — (GATAT=AT ршн 
则 有 . AGA=A | 

反之 ， 亦 可 由 (5-46) 式 推出 (5-48) 式 
此 时 ， 将 (G4) =G4 代 入 4G4 一 A， 有 


A(GA)! = А 两 边 转 置 ， 得 
САА? = А? 
故 (5-46) 式 和 (5-48) 式 等 价 关系 得 以 证 明 。 
现在 青 证 明定 理 4。 | 
WG, G, 是 两 个 不 同 的 最 小 范 数 8 着 ， 由 (5-48) 式 ， 有 
С.АА? = АТ, С,ААТ = А? 


于 是 G AAT=G;AAT 

Нр (G —G,)AAT = 0 

x (С, —-G,) AA" (G T—G,) = 0 

有 ((G,—G,)AJ((G,—G,)A3! =0 
JR: (Gi: 一 G,)A=0 时 ， 上 式 方 可 成 立 。 


(G,—G,)AD=0 (D 为 任意 向 量 ) 
又 因为 AD=B， 所 以 有 С,В=С,В 
-Am АЧАА А E Жый, ЕХ = GB 求 得 的 最 小 范 数 解 
是 唯一 的 得 到 证 明 。 | 

此 外 ， 读 者 可 以 目 行 检 证 o 
Az = А`(АА')- | (5—49) 


是 4 的 一 个 最 小 范 数 g 逆 ， 而 且 是 个 反射 8 逆 。 最 小 范 数 8 道 
的 一 般 表达 式 为 ， | 
An =АТСААТу-4-О(1—ААТСААТу-) (5-50) 
其 中 0 是 具有 适当 阶 的 任意 矩阵 。 
最 小 犯 数 解 的 表达 式 为 ; 


• 1934. 


x= A-B (5—51) 
СО 求 方程 组 AX=B 的 最 小 范 数 解 。 | 


其 中 : A= | 1 4—1 B = 1 


0 — 1 2 2 
Ж ”由 上 节 例 1 可 知 4 是 行 满 秩 阵 ， 因 此 44 E 满 秩 方 
EE, 44 的 广义 道 (4 人 和 ) 就 是 普通 的 首 矩 阵 (447)-!， 所 以 
ЊН (5-49) %, {8 
Az = АТ(ААТ)- = АТ(ААТ) -! 
о а Ma RA SN 
601. ЕЙТЕ Et НАЙ 


由 (5-43) 式 可 得 一 般 解 为 ， 
13 十 9с,—6с,—3с» 
Х= -= 10—60, + 4с, +20; 
如 令 c =б,=0, с,=1, 可 求 得 一 特 解 


10 
_ 1 ú | О _ 
Х=у,112] | | | (5-53) 


“分别 对 (5-52) 式 及 (5-53) 式 求 范 数 
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IXI = = 16419 = ү c30 


х = (XTX)? =L ТЕТЕ ЕШР = L644 


显然， (5-52) 式 中 X 的 范 数 小 于 (5- 53) 式 中 X 的 范 数 。 
三 、 不 相 容 方程 组 的 最 小 二 乘 解 
在 实际 问题 的 研究 中 ， 经 常 遇 到 不 相 容 线性 方程 组 的 求 
解 问题 。 但 是 从 线性 方程 组 理论 上 讲 ， 这 类 方程 组 是 无 解 
的 ， 因 此 有 必要 研究 其 最 优 近似 解 的 问题 。 
对 不 相 容 的 线性 方程 组 AX=B, W% | 
1 АЎ —в|<|АХ—В| © (5-54) 
”成 立 ， 则 关 是 方程 组 AX=B 在 最 小 二 REX 下 的 最 优 近 似 
解 。 因 为 和 其 它 任何 近似 解 X 相 比 X 所 导致 的 误差 平方 和 
| А* XX 一 BI 是 最 小 的 。 _ | О 
定理 5 ” 设 G 是 一 个 矩阵 ， 对 任意 向 量 B，GB 作 为 方程 组 
AX = B 的 最 小 二 乘 解 的 充 要 条 件 是 ， | 
АСА= А 和 (AG)T= АС | (5—55) 
ШЕВ ” 先 证 必要 条 件 ， 由 假设 有 _ 
[АСВ В| <| AX—B|P 
而 |АХ—В|#=АСЄВ<В-„АХ—АСВ|г 
= КАС -Г)В+А(Х-СВ)[° 
< =|(4G—I)B+AC]? ` í! 
其 味 ; C = X—GB | | | 
FË: АСЗ 可 -jaG_Dals<lCAc_Da+Acl: 
类 似 定 理 3 的 证 明 可 知 ， 上 面 不 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 ; 
((AG—DB, АС) = (В, (AG—DTAC)=0 
可 见 ， 充 要 条 和 件 是 ， (АСТА =0 
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АА _ АТАС = А? О (5-56) 
SUARA, Ж АТАСА = ATA | 
由 第 一 节 中 性 质 3， 则 有 A4GA= A 
«Н (5-56) А ЕСТ, 45 
| СТАТАС = СТАТ HI(AG)TAG = (АС)? 
两 边 转 置 后 , .得 СН 
(АС)ТАС = АС 
比较 以 上 二 式 ， 可 得 ”(4G)7= АС 
这 就 是 必要 条 件 。 
关于 充分 条 件 ， 请 读者 自 证 。 
应 该 指出 ， 矛 盾 方 程 的 最 小 二 乘 解 导致 的 误差 平方 和 
LAX 一 BI 是 唯一 的 ， 而 最 小 二 乘 解 可 以 不 唯一 。 
”推论 ， 设 GB 是 一 个 最 小 二 乘 解 ， 则 矛盾 方 程 组 AX=B 
的 最 小 二 乘 解 的 一 般 表达 式 为 


X =GB 十 (I 一 G4)C и (5257) 
”C 是 任意 向 量 。 | О с 
证 明 ， 因 为 GB 是 矛盾 方程 的 最 小 二 乘 解 ， 因 此 ||AGB 
一 了 上 最 小 ， 从 而 


| ЈА(СВ+(1--СА)С) —В|° = [АСВ В|? ` 

с 99 (5-57) 46 е Ја y 29 最 小 二 乘 解 。 由 于 C 是 任意 
ШШ, ВР | Б 

f X =GB+(I— GA)C 

EFAN E AX = B 的 最 小 二 乘 解 的 一 般 表达 式 。 | 
X REGERAT JA DR RU RRS EG RRES 


-55) 式 ， 所 以 G 是 一 个 g 北 ， 称 为 最 小 二 清 g 送 ， 记 为 47。 T t 


. Ж, АҢ Rh Re Eg 道 在 САС)" = Ао F, вй 
| 的 一 个 子 集 。 ‚ 
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根据 第 一 节 的 人 性 质 2 及 (5-56) 式 ， 可 以 证 明 
(ATAJA! | (5-58) 
K (ATA)-AT+(I—(ATA)-A'A)U | (5—59) 
вай, ВОЛЕН, (5-59) 式 即 为 最 小 二 
пей кх, О 
”车 对 列 满 秩 阵 A，A*A4 为 满 秩 方 了 泗 ， 于 是 有 
(ATA)- = (ATA)-! 
因此 ，(5-58) 式 就 是 4 的 左 逆 。 从 而 ， 列 满 牧 阵 的 左 遂 就 是 
Л арй, Е 
(H2 ЖАУ ВЕДАХ = B 的 最 小 二 乘 近似 解 ， 


1 2 1 X, 

其 中 ; A= 21 $ a[o | х | 
` 2 

11 | 0 


解 ” 因 A4 是 列 满 秩 阵 ， 其 左 逆 就 是 最 小 二 乘 8 逆 ， 在 第 一 
~ 4 Ti- 


_- 1 — _1 т 1 — Ра 
aeaa A|, үү )]=А 
“天 此， 矛盾 方 程 组 的 最 小 二 乘 解 


e 


A | 1 f T1 
和 人 1-42 | 


由 于 ПАХ -В|:= (АХВ) (A-B) 


(ШШ 


+198, 


1 2 A 1 | УКН? 
ШШ [e . | Шы аа 
ҹ 


А n j 


= (x, + 2х, 一 1)? + (2 x, + x,)° +( x, + х)" ЕК ы 


КА x, х, ін, 8045 


7. -B= 1. 
ja #-вү = 1 


对 于 任意 给 出 的 予 盾 方程 组 的 近似 解 ， 


0 | 1 
НРО 
其 误差 平方 和 
ПАХ – B|}? = 1R] AX - В|? = 17 


BKF E. 


广义 道 矩 阵 理论 使 矛盾 方程 组 4X = 了 3 的 求解 问题 归结 为 
求 取 系 数 矩 阵 4 的 最 小 二 乘 g 逆 ， 无 需 采 用 先 计算 误差 平方 
和 ， 再 利用 极 值 条 件 进行 求解 的 “古典 法 ”， 这 就 大 大 减少 了 
计算 工作 量 ， 并 且 更 适用 于 电子 计算 机 计算 。 求 矛盾 方程 组 
hi 最 小 二 乘 解 的 问题 ， ТЕБЕ ЖН ЭИА Фф лаа 
分 析 中 ， 是 常见 的 。 | 

以 上 所 论述 的 是 对 任 意 EEA, HAGA = - A 定义 的 4 的 
g 逆 4- 所 进行 的 讨论 ， 是 一 个 最 广义 的 道 矩阵 概念 。 证 明了 
”4- 存 在 ， 但 是 不 唯一 。 并 指出 了 4 的 一 个 重要 性 质 ，X 
一 4 了 3 是 相 容 线性 方程 组 4X = ВЮ: А 加 以 不 周 的 限 
Йй, 即 可 得 到 8 道 的 不 同性 质 的 子 集 。 例如 x 
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ЖАСА = 4 的 基础 上 加 以 G4G = СК B|, 08 
的 子 集 具 有 “反射 "性 质 ， 称 为 反射 8 逆 ， 记 为 Ai， 

АСА = 4 的 基础 上 加 以 (G4)7 = GA 的 限制 ， 得 出 的 8 
道 的 子 集 称 为 最 小 范 数 g 首 ， 记 为 4i。 且 具 有 重要 性 质 ， 基 
= ААУ НАХ = 3B 的 最 小 范 数 解 ， 而 且 是 唯一 
的 ; | 

ЖАСА = 4 的 基础 上 加 以 (4AG)7 = AG 的 限制 ， 得 出 的 8 
遂 的 子 集 称 为 最 小 二 乘 8 逆 ， 记 为 4i。 且 具有 ЖЕМ. X 
= 47B 是 矛盾 方程 组 4X = 3 的 最 小 二 乘 解 。 | 

注意 ，A- 和 4- 的 子 集 47，Azi，A47 等 一 般 都 不 是 唯一 
的 。 

下 面 我 们 将 讨论 对 8 逆 进 一 步 加 以 限 制 条 件 ， 定 义 出 新 
的 广义 闭 4h+ 的 问题 ， 并 讨论 其 性 质 及 应 用 。 


28 = 37 Moore-Penrose X A 


· ГУЖА 的 定义 与 性 质 
定义 BERAS Ca, ms n3 асери ,满足 
FARE: i 
(1) AGA=A © (2) (GA)T=GA 
(3) GAG=G (4) (AG)T=AG 
ИЖЕ ЕСУУ ЖЕ Ан Мооге-Репгозе У 1, T MN At 
Фр :对 任意 矩阵 4A， 必 存在 崔 一 的 Moore-Penrose 广 
ХАР. ` 
-证明 ”首先 证 明 广 义 逆 4! 的 存在 性 ; 
ТАТЕ, ДЕДА р АТАА?) 由 第 一 
节 中 (5-17) 式 (5-20) 式 知 满足 定义 中 全 部 条 件 ， 故 右 逆 Ар 
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bi ЖЕ ЯН [КЕ ABJMoore-Perosej” W А+ А, 
2。" 设 4 是 列 满 秩 阵 ， 同 理 可 知 其 左 MA = (АТА) AT 

FE 4E pE Ай Мооге-Репгоѕеј V А? = А!, 

3 设 和 A 是 一 般 的 mx XxXnhn 和 矩阵 ， HrankA = -fr< min(m, n). 
由 前 面 的 讨论 ， 总 可 作出 4 的 满 秩 分 角 4=CD， 其 中 C 
一 [cinxr 为 列 满 秩 阵 ,DD 二 [dj],w; 为 行 满 秩 阵 。 再 用 左 逆 、 
WREX, Са = (СС) CT ，DP=D CDD ) 可 得 

G= D:71Cr1=DT(DDT)-1(CTGy-iCT | 
容易 验证 @ 满 足 定 义 的 企 部 条 件 ， 故 @G 是 4 {Moore-Penrose 
| XZA =G, Эл 

X E HE BH Т АГ {ЕЗ ЖН A, #7 Е Moore- Penrose; ) RA, 

下 面 青 证 明 唯 一 性 。 

需要 说 了 明 ， 在 上 节 定理 4 中 已 证 明了 定义 中 (1) 和 (2) 条 
件 与 C44 一 4 等 价 。 用 同样 方法 也 可 以 证 明定 义 中 条 件 
(3), С ССТАТЕ ft, T Мооте-Репгово/ Х ЖА 
RJE E XU DON ЕЙ ШИ 

СААТ=АТДССТАТ=бС Б | (5—60) 

С, 和 бр ЖЕ РА Мдоте Fenrose 广 XA REE 
满足 方程 (5-60) 的 两 个 解 ， 则 

G =G G TAT =G G T(AG, A)T=G,G, TAT@G,TAT 

=G (AG. DT (AG,y'=G,AC,AG,=G,AG, 
=G AG, AG, =G A(G,A) TG, =G AATG,TG, 
= АТС, TG, = (G,A) TG, =G,4G,=Ġ, 

这 就 证 明了 唯一 性 。 Л: 

Moore-Penrose VYA RAU FERMER., 

性 质 1 ХАТЕ 1010, A EX=A R 相 容 线 人 性. 
方程 АХ = В — A Ë$ s X=AtB+ (rrA+4)C 是 一 般 
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解 ， 其 中 C 是 任意 向 量 。 | 
性 质 2 (At)T—C(AT)* 由 8 逆 性 质 1 即 得 
性 质 3 AZRIA, Н 
СА)" =A ‘由 反射 8 道 定义 及 人 4- 的 唯一 性 可 
”性质 4 A 和! 是 最 小 范 数 g 送 ， 因 此 ，X==A*B 是 相 容 线性 
方程 组 AX=B 的 最 小 范 数 解 ( 由 人! 定义 即 得 )。. | 
性 质 5 А‘ Май, ИЕ, X=4A BEF ADE 
组 4 一 号 的 最 小 二 乘 解 (由 4 定义 即 得 )。 
” ”定理 2 矛盾 方程 组 4X=B 的 最 小 二 乘 最 小 范 数 解 为 ; 
X=A*B _ 
证 明 廿 节 定 理 5 的 推论 已 证 明 矛盾 方 程 组 的 最 小 二 乘 
解 的 一 般 表达 式 为 ， 
GB++ (I 一 GA)C  (C 为 任意 向 量 ) 
ШС ЕЛШЕ ИЙ, KRE 
АСА=А R (AG)T= АС 
若 妈 G 是 最 小 二 乘 最 小 范 数 8 道 ， 则 GDB 就 是 矛盾 Уу 程 组 的 最 
小 二 乘 最 小 范 数 解 ， 即 对 任意 向 量 B 和 C 有 
| GB | < IGB+(I— СА)С | 
成 立 。 
由 二 节 定理 3 的 证 明 可 知 ， 上 面 不 等 式 成 立 的 充 要 条 件 
Æ: 
(GB, (I—GA)C) = (B, GT(I—GA)C)=0 
而 上 式 得 以 成 立 的 重要 条 件 是 ， | 
GT(I[—GA)=0 
BO GT=GTGA 
用 证 明 公式 (5-46) 与 公式 (5- 48) 等 价 的 ж р 似 方法 ， 可 证 得 
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GT=GTGASGAG=G, (GA)'=GA341 (H #3). 。 因 此 

F JR 3 E j 35 а Moore-Penrose; У AAt, M 
Х=-А+ВЕ ЈО AX = Bh Rh RRDA 

解 。 | О 

二、 广义 道 A* 的 计算 

VARDAD, WA =A]! 

2° А 8 3 BE, B 

ИН A=diag(d,, d,, `... d, ) | 

Heh: d,, d, =s ЮЖ, #[Ю 

A*=diag(d,*, d,t, +з, 47) 
Erh, (@4*=0, 4d, =08} 


di = 4, wd е0 


3“ 若 4 是 行 满 秩 阵 ， 则 
4 一 AAA ) | 
需 指 出 ，n 维 非 零 行 向 量 a? = (о, а,, +, ал, 可 看 作 
是 行 满 秩 的 1Xn 阶 矩阵 ， 因此 行 向 量 a? 的 Mcore-Penrose 广 


_ (aT) t= (GaT)T(aT(aT)T) -=a (aTa) -~ | 


= a = а 
(ata) > a,* 
i=1 
R. — Anak |н] B: , 


4° EARP, I 

| А == (АТА) -1 AT 

т Е рр ВЕБ СЫТ СЬ, b, e baD P| & FENM 
#küjmx 1BUEBE, Ej 此 ， 列 向 10 87 Мооге-Репгоѕег- х ій 
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bT 


bt = (bb) 107 = —— 
Бр 
4 їі = 

是 一 个 m 维 的 行 向 量 。 | 

5° 若 A 是 降 秩 的 m xm 阶 和 矩阵 ， 可 用 满 秩 分 解法 求 4” 
(参看 定理 1 的 证 明 ) 。 | 

6 初等 变换 法 

ЧЕ А == (ainen Б. ТАПКА =#<тів(т, и) 101738 4939 
变换 ， 可 把 4 变 为 A， 即 有 


4 一 PAO 
Р, О) E a ME EE, 
— A, 2 
A 一 ~ ^ч 
А, А, 


其 中 : A er Xr 阶 满 秩 方 阵 ， ВА, =А,А, А, 
ЖН Ж 1 Мооге-Репгозе/- NHE, HARRE 
Ar BAT АТВАТ AT | 
А* — > ` гу ~ = им. мі “У 
ar yr ДЕБАТ | (АТ ВСА A) 
_ | (5-61) 
Rh, B=(A,AT+ A,AT) A, (АТА + А; Ау) 
CHAD л /ҤЛЕ=Ң 
2X3 = ] 
xto 5l '5-62) 
x; =1 
Xi tX TX =l 
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的 最 小 一 乘 最 小 范 数 解 。 
解 ”把 (5-62) 式 写成 矩阵 方程 AX 一 有 


其 中 
` 0 0 2, 1 x, 
1 1 0 1 > 
А= o o уу B5 үз as? 
1 1 1 Е ® 
rankA=?2 
对 4 作 初等 变换 
0001 002 
~ 0100 110 100 
А=РАО= | 0010 001 In 
1000 111 010 
111 
101 ВЕ 
т 1010 17| ~ 
3 4 
020 | 
~ (11ү < (1) n /01 
ЖОН; а |, 2= | | |, 
10 1 0 2 


利用 (5—61) ENS’ ЖА", 


(ык) Gal 
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6 —1 А — 9 4 
x | | == | 
一 ] 2 22 g —s5 
十 是 [| | 
~ 22 410 в —5 o 
А? = 


1 —2 41/00 
二 | | 8 ||) 
taol) JE 
22 „о s) li? 


=l 2 —2 i E 


5 6 -1 一 ?> 


由 +A=PAQ, 若 将 方 程 组 4X 一 8 与 成 
PAQQ-1X=PB 

| atin X = Q-!X, В=РВ, 则 方程 组 AX 二 B 就 转化 成 4X 

=5, 其 最 小 二 乘 最 小 东 6 数 解 为 ， 


hat 


X= A: В. 
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| | A OA 
依 此 x l 0 0 | x x, 
X = ОХ 0 0 1 l х, = | Xs 
PERE ото 1. Xa 
其 中 ，X 为 原 方程 组 AX=B 的 最 小 二 乘 服 小 范 数 解 。 由 于 
0001 1 l ` 
А, 100 1 1 | 
B=PB= o o 10 1 | 一 | 1 
1000 1 1 
则 p (5 6 -1 -2] ! 
А г | А 1 
X = А? B= 二 一 
22 1 
5 6 — ] 一 2 1 
4 х; 
1 ч 
= -— = X 
11 б 3 
4 Xa 
GEA 
x ] f4 
^^ ШУА 1 
Х == x, 11 4 
Xs | 6 


这 就 是 (5-62) 式 的 股 小 二 乘 最 小 范 数 解 (也 称 为 最 优 近 似 
解 ) 。 

从 本 例 可 以 看 到 ， 由 A+ 阵 求 最 优 近 似 解 比 古 典 法 来 说 ， 
理论 严谨、 清晰 ， 方 法 简单 方便 。 
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[ 例 2] 求 相 容 方程 组 


2x,=2 
x + x; 一 0 | 
©} х»==1 (5-63) 
x, +x,--x.=1 | | 
的 最 小 范 数 解 。 
щ ”把 (5-63) 式 写成 矩阵 方程 
AX=B 
其 中 ， 
0 0 2 2 х, 
1 1 0 0 | 
A= |, о 113 B=|1|; Х= х, 
111 1 Ег 
实行 和 例 1 相同 的 初等 变换 后 ， 得 
AX=B 
其 中 ， 
1 1 1 х, 
~ 1 0 1 ~ 
A=PAQ= o 1 0l? X=Q- 1X= | X ; 
0 2 0 Хз 
1 
| 0 
B=PB= | 
2 
由 例 1 Ж 


从 而 相 容 方程 组 的 最 小 范 数 解 为 ， 
x =0， X, = 0, х=] 

Et YD, = 

‚ | X| ⁄/0°+ 0°+ 1°=1 

:而 方程 组 的 其 它 解 ， 例 如 ，X% 一 一 2，x: 一 2，xs 一 1 其 范 数 


| X | = и (OD ++I = 3 (21), ЮК 于 上 述 解 的 
此 外 ， 甜 阵 4 恒 可 通过 一 系列 初等 变换 变 成 ， 
A=PAQ = К J 
00 


其 中 ， 人 4 为 Xr 阶 满 秩 方 阵 。 
此 时 ， 广 义 道 4+ 就 有 以 下 公式 

A+ = 的 0 | (5—64) 
| 0 0 | 
` ÈR: H (5-61) 9 (5-64) CFR (ММ At ДОН A BÓ 
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Moore-Penrose Уй, Т. Ах a АН) Moore-Penrose Г X 
道 。 在 一 些 问题 的 讨论 中 (如 例 1, 例 2) 只 需求 取 A+。 储 若 吉 要 
求 取 4 的 广义 着 A* 时 ， 则 由 4 一 P4@ 可 验证 
A*=QA:*P | (5-65) 
但 是 ， 其 中 初等 变换 阵 P、@ 应 为 正 交 和 矩阵 ， 即 x 
PT=P-:!, OT=0-! 7 | 
若 P、Q 不 是 正 交 矩阵， 则 (5-65) 式 并 不 成 立 。 这 时 ， А+: 
可 采用 满 秩 分 解法 或 另外 别 的 方法 求 取 。 
EMA MEAR EA GAN DERRE P Q 
的 要求 上 是 有 所 区 别 的 。 因 为 由 | 
A= PAQ H] 以 验证 
A-=QA-P 
m ЈА 38 38 qa ЕР, О 不 一 ЖЭЙ EE SE EM, 这 是 
由 于 按 广义 道 的 定义 4- 只 需 满足 一 个 方程 
AA-A=A 
而 A* 则 要 满足 四 个 方程 
AAtA=A (A+A)T—A+A 
AtAAt=At (AA1')T=At 
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解 各 种 矩阵 方程 
定理 1 矩阵 方程 AXB=C ` (5-66) 
有 人 解 的 充 要 条 件 是 AA-CB-B=C (5-67) 
方程 (5~66) 的 一 般 解 为 ， 
X=A-CB-+TM—A-AMBB- (5-68) 


其 中 ， 剖 是 与 和 同类 型 的 任意 和 矩阵 。 
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证 明 ” 先 证 明 条 件 的 必要 性 ， EE 

大 方程 (5-66) 有 解 ， 必 有 一 矩阵 Xo， 满足 ЕС 
АХ,В=С 
于 是 有 

AA-CB-B= AA-AX,BB-B= АХ,В:= С 

H ur BB Ж tF ËJ Z 23 人 性， 

26 (5-67) 5л У, ША-СВ-ж75 #8 (5-66) АЧ. . 

还 要 证 明 (5-68) 式 是 方程 (5-66) 的 一 般 解 只 需 证 明 方 程 
《5-66) 的 任 一 解 均 可 表示 为 (5-68) 式 形式 。 设 X。 是 方程 (5 
~66) 的 任 一 解 ， 只 要 取 M=X,。~ A-CB.， BPI EARR S 
-68) 式 形式 。 至 此 ， 定理 证 毕 。 | 

推论 ， 和 矩阵 方程 (65-66) 的 几 种 特殊 形式 ， 

(1) 设 B3=1J， 则 方程 (5-66) 变 为 ，AX=C ` 
其 有 人 解 的 充 要 条 件 相 应 地 变 为 ，AA 人 C=C | 
因此 ， 一 般 解 也 相应 地 变 为 ，X=A-C 十 (1 - A-A)M 
倘若 在 方程 4X==C 中 ，C 是 疝 量 ， 那 么 XX 也 是 向 量 ，AX=C 
就 是 通 备 的 线性 方程 组 ，AA-CL=C 就 是 线性 方程 组 粗 容 的 
充 要 条 件 的 另 一 种 形式 。 

(2) 设 4=7， 则 方程 (5-66) 变 为 ，XB=C ' 

其 有 解 的 充 要 条 件 相 应 变 为 ，CB~B=C | 
КК, — RBE И, X=CB-+M(I-BE”) ` 

(3) ” 设 B==A"， 则 方程 (5-66) 变 为 ，AXAT=C 
其 有 解 的 充 要 条 件 相 应 变 为 9。 (44-)C(44-) 一 C 
一 般 解 相应 地 有 

X==A-C(A-)'+M- A-AM(A-A)T 
定理 2 SEKRE D 
AX=C 及 XB=D ` = (5-69) 


有 公共 解 的 充 要 条 件 是 | 
AD=CB (5-70) 


公共 解 的 一 舟 形 式 应 为 
X=A-C-+- DB- – A-ADB-+ (I — A-A)M(I ~ BB-) 


| (5-71) 
其 中 六 为 任意 矩阵 。 
ий 关于 必要 性 ， 兰 公 共 解 存在 ， MI 
 AXB=CB=AD 
KFANTE: WAD=CHB, W x 
X=A-C+DB- -4-4DB- x (5-72) 
因 AX=C 相 容 ， 则 利用 定理 1 的 推论 (1)， ЕЕ -72) < 
是 AX=C 的 一 个 解 。 


把 (5-72) 式 代入 XB=D， 则 利用 AD 二 CB 有 _ 
XB=A-CB+ DB-B — A-ADB-B 
= A-CB+ DB-B ~ A-CBB-B 
== A-CB+DB-B- A-CB=DB-B ` 
因 XB=D 相 容 ， 再 利用 定理 1 的 推论 (2)， 得 
XB=DB-B=D | 
于 是 (5-72) 式 是 方程 (5-69) 的 公共 解 。 充 分 性 得 以 证 明 。 
对 于 (5-71) 式 是 (5-69) 式 的 通 解 问题 ， 只 需 证 明 


X= (I - A-AM(I-— ВВ-) (5-73) 
СЭТКЕ ЖЕ 
AX=0 
( (5-14) 
XB=0 
的 通 解 即 可 。 


首先 容易 直接 验证 (5-73) 式 是 方程 65-74) 的 解 。 当 然 ， 还 应 
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该 证 明 方 程 (5-74) 的 任 一 解 均 可 表示 为 (5-75) 式 。 为 此 ， 度 
X, 是 方程 (5-74) 的 任 一 解 ， 对 Xo 进 行 满 秩 分 解 ，Xo 一 UV， 
ЯНО ВЕРЕ, УХТ ЕРЕ, ЗЕ ГАХ НЛК. EH 
тапк =rankV =гпакхХ,, HAX, =0, Б 1А0 = 0, 根据 
定理 1 的 推论 (1) 知 齐 次 和 矩阵 方程 

AU 一 0 
的 一 般 解 为 : 

U= (1— А-А)М, 
Еф, МЕЕ. X rHXB=0, “| А VB=0, 再 根 
ЖЕ ЛЕ FE 1 PJ HE 1 (2) ТУЕ У E 

VB=0 
的 一 般 解 为 ，V =M,(1— ВВ-) 
其 中 ，M; 是 任意 矩阵 。 
出 此 可 知 ， 方 程 (5-74) 的 任意 解 X, 均 可 表示 为 

X =UV = (I — А-А)М,М,(1— ВВ-) 


=(1—- A-A)M(I- ВВ-) | 18, 
ТАИТ Г НО EBE JE НЙ. ' 
定理 3 БЕ J SXBX = X | 565-75) 

的 一 般 解 为 ，X 一 M(CNBM)TIN (5-76) 
Н rankX=rank(NBM) | (5-77) 


яф, Вётхп Ж, Мамл piq х трн 
ЖЕ, (NBM)7 是 (NBM) 的 反射 8 逆 。 
根据 本 章 第 一 他 中 定义 4 知 ， 方程 (5- 75) 
和 X =В 05-78) 
МВ 即 是 求解 方程 (5- “75) 就 是 要 找 出 一 个 答 阵 其 g 逆 等 于 
给 矩阵 B。 
证 明 TA, (5-76) 式 是 方程 (5-75) 的 解 。 只 需 证 朋 方 
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ТЕ (5-75) 的 任 一 解 都 包含 在 (5-76) 式 中 。 为 此 ， 设 X, 是 方程 
(5-75) 的 解 ， 则 有 
X,BX, =X, | (5-79) 
AmB, 43 
(BX,) (BX,)= BX, 
ШК ABX , ЕО), РИНЕН 
(BX,) (BX,) (BX,) 一 BX 
因此 ， ВХ. Н-7160, ВХ, =(BX,); 今 在 (5 
Сх—хувху); 
VI C(BX,) 7 =ВХ RA, M C5-79 RER H: 
X=X,(BX,) =X | 
这 就 证 明了 方程 (5~ 75) 的 任 一 解 都 包含 在 (5- TOAN, 故 (5 
-76) 式 是 方程 (5-75) 的 一 般 解 。 x 
M (5-76) 3}, ú[í$rankX<rank(NBM)5;#JRJ p XAA 
的 性 质 4 及 反射 8 逆 的 定义 ， 可 证 明 
rank(NBM ); =rank (NBM) 
X NBM=NBM(NBM);NBM=NBXBM, 1] 
rank(NBM)=<rankX ` 
因此 ， 可 得 
rankX =—rank (NBM) -证 毕 。 
定理 4 EEDE 
XBX=X, (BX)T=BX ` | (5—80) 
的 一 般 解 为 x 
X=M(NBM);,N Е 5-81) 
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Жи, (NBM)1i1, 是 (NBM) 的 反射 最 小 ай, METEM 
阵 ， 而 NN 是 满足 N'N =1, 的 任意 和 矩阵。 | 
须 指出 ， 方 程 (5-80) 和 ) x 

 X;=B (5—82) 
ж, Вр (5-80) К) Н ЕХО: JN ЖИ ЧЕ FUL 5н 
ЕВ. | 

证 明 容易 验证 (5-81) 式 满足 (5-80) 中 第 一 个 方程 。 今 
证 其 也 满足 第 二 个 方程 ， 由 (5-81) 式 有 
BX=BM(NBM) ,N 王 NTNBM(NBM)T,N 
=NTDN | 
其 中 ，D=NBM(NBM)7,， 根 据 最 小 二 乘 g 逆 的 定义 知 D" 
=D, T&S 

(BX)T= (NTDN)T=NTDTN=NTDN=BX 
这 就 证 明了 (5-81) 式 满足 (5-80) 中 的 两 个 方程 。 

还 需 证 明 (5- -81) 式 是 方程 (5-80) АЈА. УЮ, ЕХ, 
是 方程 (5-80) OR, WA | 

X,BX, =X, (BX,)T=BX, 

由 第 一 式 可 得 (BX。) (ВХ) =BX,, й BBX J BE S HE BE, М 
而 可 推出 CBX。) (ВХ,) (ВХ,) =BX,j, F] BX, X R. E KAW 
一 个 反射 8 道 。 又 由 上 面 第 二 式 ， 根据 BX。 为 等 等 甜 阵 ， 可 得 
(BX,BX,)T=—BX,BX, 
这 说 明 BX。 又 是 其 自身 的 一 个 最 小 二 Эй, 由 此 证 得 BX。 是 
其 自身 的 去 个 反射 最 小 二 对 8 逆 ， 即 (BX0) г, 一 PX | 
с &#E(5-81) £ rH £ M=X,, N=1, Í+ 
 X=X,(BX,);7, | 
(BX 7, =ВХ, 代入 ， 则 (5- 81) 式 即 成 为 | 
X=X,(BX,)=X, | 
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这 就 证 明了 方程 (5-80) 的 任 一 解 都 包含 在 (5-81) 式 中 ， 故 
(5-81) 式 是 方程 (5-80) 的 一 般 解 。 | 
定理 5 和 矩阵 方程 


XBX=X, (XB)"=XB (5-83) 
УЖЕ FS 
X; =B (5 一 84) 
等 价 。 其 一 般 解 为 
X=M(NBM5;,N . (5-85) 


Ë rh, NE f É SE BE, МА E ММТ E Š E E, 
(NBM); , (NBM) 的 反射 最 小 范 数 8 道 。 
证 明 ， 仿 定理 4 的 证 明 ( 过 程 略 )。 


定理 6 EENE Е 
XBX=X, BXB=B 65-86) 
БШ ЛД Х Вв o | (5-87) 
等 价 。 其 一 般 解 为 X= 二 B> (5-88) 


证 明 由 于 (5-86) 式 是 反射 8 逆 的 定 义 式 ， 是 完全 对 称 
у, ВХЛ ВЕУ Seu, IB ХИБ Prem, 
由 定理 3 知 ， 方 程 XBX 一 的 一 般 解 是 
X =M(NBM);N 
由 于 X 还 须 同 时 满足 BXB 一 3 
故 方 程 (5-867? 的 解 只 应 为 入 一 了 > | 
ЫП ДЕДЕХ=М(МВМ)у;М 中 M、N 均 为 单位 阵 时 的 特殊 情形 。 


定理 7 ”矩阵 方程 | 
XBX=X, BXB=B, (ВХ) ВХ (5-89) 
ж TEEN Xa =В (5-90) 
H—RREEX=B, (5-91) 


ЕВА Я Е ЕИ 7 РА (5-89) 或 方程 (5—90) 
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的 解 。 
证 明 ”方程 (5-89) 比 方程 (5-80) 多 一 个 限制 条 件 BXB 
一 四 ， 而 方程 (5-80) 的 一 般 解 是 
X=M(NBM); ,N | 
由 于 XX 还 须 同时 满足 条 件 BXB- =R, [Oh (5-89) 2 解 
只 应 为 


X=B-, 

即 是 在 X 一 MCNBM) г, ца, M, МЮ ШЕГИНЕ ñ $ JE. 
定理 8 EEDE | 

XBX=X, BXB=B, (ХВ) ХВ (5—92) 

жут Еш ХТ, = В (5-93) 

其 一 般 解 是 X= 二 B;， (5—94) 


证 明 类似 于 定理 7 的 证 明 ( 过 程 略 )。 
方程 (5-92) 的 一 般 解 


ХВ, 
即 在 (5-85) 式 中 ，M、N 均 为 单位 阵 的 特殊 情形 。 
定理 9 ”矩阵 方程 | 
XBX=X, BXB=B, (XB)T=—XB, (ВК) ВХ 
(5-95) 
FEED EX 一 (5-96) 
Н — fE БК = B* o (5-97) 
证 明 由 上 节 定 义 及 定理 1 即 得 。 
定理 10 EEDE 
XBX=0 (5-98) 
的 一 般 解 是 X=YC . (5-99) 


Иш, ВЁтхп ШШ Е, Cap xmi Е Ж EE, PERITE 
的 ， Y 是 方程 
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x CBY =0 | (5-100) 
的 任 一 个 nx 了 阶 和 矩阵 解 。 | Бо 

证 明 Х=ҮС KE J A-9. Ж Б ШЕ 65 
-98) КАЕ ХА RR Ж (5-99) zÑ BJ №4. Ж ХЕК 
解 ， 令 X 一 DC， 而 X 又 是 方程 (5-98) 的 解 ， 因 此 有 DCBDC 
一 0, 于 是 得 到 CBD==0, 可 见 D 就 是 方程 (5-100) 的 解 ， 故 解 X 
可 表 成 (5-99) 式 的 形式 。 | 


推论 ”和 矩阵 方程 О 
ХВХ=0, WBX=0 (5-101) 
的 一 般 解 为 X=YC | (5-102) 
ИСЕ рхт н, DEERD, YEDE ` | 
[у |8 = О (5-103) 
的 任 一 解 。 | 
理 定 11 不 相 容 矩阵 方程 
AXB=C | (5-104) 
的 最 小 范 数 最 小 二 乘 解 是 
.K=AtCB* | (5-105) 


HHA, В, CRECER, At, ВЕ A，B 的 Moore- 
Penrosej' 3. i Бл 
前 面 定理 1 给 出 了 和 矩阵 方程 AXB==C 的 相 容 条 件 和 在 此 条 件 
下 的 一 般 解 。 定 理 11 给 出 了 矩阵 方程 4AXB 一 C 不 相 容 时 的 最 
小 范 数 最 小 二 乘 解 X， 就 是 在 使 得 AXB -CI 最 小 的 一 切 和 
ЕХ, ХХ МЮ, О IX I< lX, 
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3 题 五 


КШ 
G) rank(A-A) =rankA 
(2) стапК(А; )=rankA 
中 4 -，47 分 别 是 和 矩阵 4 的 8 逆 和 反射 8 逆 。 
2, (1) Ат хп ЕЕ, ErankA=r=<min(m, n), HE 
п КЕРНЕ ERO, {#В=РАО (Р, ОЕА ЯЕ Er >, 
WB, В-!=0-:А-Р-8 ВЕЙ. 
(2) ЖАЖтхп ЕРЕ, С. РА ВЕАНЈЕЈЙ, 
证 明 ，A7 = САРрЖ ЖАҢ 983, 


з. ЖЕЛЕ 
102 2 1 0 1 
0 1 0 | 
A= |, o „|, А=|1 0 11 
1 0 2 1 0 1 1 
ЕА ША, 
578062728, 
А.Х,= В, 和 А,Х,=В, 

的 一 般 解 。 

其 中 ,Bi=[1, 0, 1, 127) B,=(2, 1, 17% О, 
4. 验 证 AT(AAT)- 是 4 的 一 个 最 小 范 数 g 逆 。 оя 
5. 求 矩阵 方程 x ылы” 

‚ AX=B | С сш зи е 
BENERE Ай, ИТАЛ 
1 0 3 3 ЕУ 
А= |2 3 0 | 3 =| | «О Т 
l 1 1 i} 


6. 设 G 是 任意 n Xm 阶 和 矩阵 ，A 是 m xn 阶 矩阵 。 

ШЕН; (1) G=GGTAT 与 GAG=G，(AG)T=AG 等 价 ! 
(2) ATAG==AT 与 4GA=A，(AG)T= AG 等 价 ， 
(3) GTGA 一 GT 与 GAG=G，(GA)T' 一 GA 等 价 。 


7. 用 不 癌 的 方法 求 下 列 和 矩阵 的 Moorg-PenrosP 广 交道 4+ 


| еер 
(1) A= |12 —2 (2) A= | 
4 —4 | 0 1 1 
1 0 о | 
| 0 1—1 
(3) A= го 0 
2 1 —1 
(1 1 1 
2 0 0 
W А=, үү 
го O 


8. 求 相 容 方程 组 AX 二 B 的 通 解 和 最 小 范 数 解 。 


其 中 ， 1 2 1 
А= |0 0l; B= [o 
2 4 2 
9., 求 予 盾 方程 组 AX = Ви Е МЕ, 
кш, 1 2 ЕЕ | 
A= | 0 J B= | 
2 4 2 
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1. (1) 是 ， (2) 不 是 。 
2. 《1) 不 是 Жз 


《2) 是 。 
1 | 
‚ €=——= (4, 0, 1, 一 3) - 
š 4/26 ) 
10。 不 变 因 子 ; 0,21, d,=)—1, аз = (AHDI)? 
初等 因子 ， 4 一 1!，4 十 1，(4 一 1)? 
— } 


Ї | . 
| i 


FJ 


习题 二 


: 1 /2 1 
2, (I) (AD == g | 
) 3 一 1 17 
301 一 "44 126 
92 —231 34 


212 520 105 / 


(25) f (B) =29A2—24A+ 61= 


з. ФАА) = (А-9) (4—9) 
ФВ(А) а! фа + а? + (А —а0)? 
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习题 三 


—sint —cost 0 
1 | . . 
` d? t—2tcost —t2sint 
А (t) = 251п? — 2 cos sin e! ә 
o о бі 


d дет А( t)=etr3tzsint+ t3(sint + cost) —? 一 1 +t (2cost 


dt | 
—tsint)—t(sin2!f + cos2t) 
шл 一 3f e cosf 十 3Sim(tcost —sint) ' 
А-1) = А0) ADA 
А арра D ААТ 
其 中 detA(t)=JACt)]= tñe'rsint-+ t2cost —te —t2costsint 
‘е! — tšcost -t(tcost—e') 
A* (t) = 让 (1 一 sin 的 t(Esint—1) sint(1— t?) 
— e! cost есіп? — Sin2t | 
2t 
і (3es+4e ”465 一 46- 
5.e4 一 一 | 
73е —3е-2 4е5--3е72 
1 св+с- -X3 рурусв+ Casi De 
Z 3i—1 Itv 3i L i 
+— (‹в—[1) (B+————I Je 2 
7] | i 1+./ 3; 
‚к/з! (В—1) B+G- DIe 7 : 
/ sin] 
| — sin + 3 
sinB=P| ° ` 2 pr? 
— s) 


一 Sin 一 一 一 一 一 
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cosi 


cos tV 31 
cosB=P 2 p-1 
cosi ZY 31 
2 
其 中 ， ` + 一 1 十 3 i 
l 2 2 
P= |, — I+ Z/3i 1I+w3i |) 
l 9 | >. 
1 1 1 
31 31 Z 3i 
_ l — 3 —./3 i 3—./3 i —. 
p-1— 
af 3i 2 2 м 31 
з —3—3i  _— 
2 2 “3% 


в.5їп-ї С) A=(T Lt A 


18 | ә 


—189 194 
51-A  А—1 
-~ F1000 
Je] 十 一 本 5 
деен 0 2er—2e* 
10.64 = 


0 е o 0 
зе е 0 20" 一 
et о о 0 
і? 
Ü е?! te ?! | e 21 
e В! = 2 
0 Ü et іе 2: 
0 0 0 е“ 
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s" ; Der! А; e`! m-e?! 
et' 一 | J 
я 2(@-"—е-#у —e7' + zert 


习题 四 


Ja tD =2(Ci —Cs) 一 (CI 一 2C3)6 + (C, БС —cs)te! 
| X(t) =C; —C 4 (C, TC, —С;)е! 

V Xa (t) =C1— C3 + ( —C i +2C;)e'+ (ci +c; —c,)te! 
ШИШИ | | 

(2) 


J. (1) 


X(t) == —С,51пЇ + C cost 


fst) = (C3 —Cst —C,)e! 


(3) \#@=—гсы—зеде 
5361) ==сүе?! + (C; + Cst)e! 
УДА 一 一 __ | 
Xi (= — 2 уе 2-4) +C LY 2уе-се+уж)‹ 
(1) ¿é 2 4 2 1 
^2 (t) = V ® ¿ç (F-a) E —e (v 7+4) t) 
4 . 
(2) Xt) = (ci 二 c 十 村)e5: 十 (2C: 一 c: 一 Zer J= 21е 


(a 


Xt) = {20 + cs) + 1Jes: —(2с,—с;-+Е1)е-'}-Е2ге-' 


(бу ( x(t) =5e7!— 16е- 2+. 11e-3! 
Хз (t) 一 6 — 12e-2 Ze -и 7 
| 3 3 
x,(t)=1—t+ 3 tl l ін... 
(3) 2 2 8 


| x 
x х, (0) ет дета Tt 6-31 十 六 


x,(t)= —1+ 53t— Stitt T+ 
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3. (1) 


(= 1—1+ з na lipa Lu 23 вфе 
2 3 8 120 | 


| 1 
X(t) = —1+2t—t +i t= zte 


= 


习题 五 
И 0 1 1 2 0 0 
А 1 
3, А — |0 15 — 1 2 —1 —1 
і 15 $ A= = 
2 0 —2 2 2 
0 1 1 
2+c, —C, —C 
1 十 4C1 一 25 _ 
Х,=1 | i ; x,= lt 2024C; 
9 `o —2c + c; C, +C, С, 
1 一 C1 一 C3 十 2C3 
| зз 66 0 | 
` = — X = — 
5A n 462 一 22 110 0 ; 14 
143 —22 0 
1 Í . 1 1 
7.01) 4° = (оу А* = — 
D Aral aa) C A Е 
— 1 3 
2 —2 2 2 


„nl 
з Ата 371 1 


8 
і —3 


инт: PW ы ' - - 9-4 3: 2. быз ушла 


1—1. 
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Th 


Il 

со 

| 
ks 
бъ. 


| 1 
+ — ` 
5 —9 6 — | 
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